
F.Trykowski Chapitre 4 : Suites et Séries de Fonctions

Exercice 1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions

fn : R → R

x 7→
nx3

1 + nx2

.

Préciser lim
n→+∞

∫

3

−3

fn(x) dx.

Exercice 2. Pour tout entier naturel non nul n, on considère la fonction fn définie sur [0 ; 1] par

fn(x) =























n2x si 0 ≤ x ≤
1

2n

n2

(

1

n
− x

)

si
1

2n
< x ≤

1

n

0 si
1

n
< x ≤ 1

.

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge simplement sur [0 ; 1] vers une fonction f .

2. Comparer lim
n→+∞

∫

1

0

fn(x) dx et

∫

1

0

f(x) dx. Conclusions ?

3. Etudier la convergence uniforme de la suite (fn)n∈N∗ sur tout segment [a ; 1] où 0 < a < 1.

Exercice 3. Etudier le mode de convergence sur ]1 ; +∞[ de
∑

fn où fn : x 7→
1

nx
.

Exercice 4. Etudier le mode de convergence sur R de
∑

fn où fn : x 7→
sin(nx)

1 + nx8 + x24 + n2
.

Exercice 5. Pour tout entier naturel non nul n, on considère la fonction fn définie sur R par fn(x) =
√

1

n
+ x2.

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, fn est de classe C1 sur R.

2. Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge uniformément sur R vers une fonction f à déter-

miner.

3. Montrer que la suite de fonctions (f ′

n
)n∈N∗ converge simplement sur R.

4. f est-elle de classe C1 sur R ?

Exercice 6. On considère la série de fonctions
∑

un définies sur R
+ par un(x) =

(−1)n

xn2 + n
.

1. Montrer que
∑

un ne converge pas normalement sur R
+.

2. Montrer, par contre, qu’il y a convergence normale sur tout compact de R
∗

+.

Exercice 7. Etudier, selon les valeurs du nombre réel α, la converge normale sur [0 ; 1] de la série de

fonctions
∑

nαxn(1− x).

Exercice 8. En admettant que

+∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
, calculer lim

x→1

+∞
∑

n=1

1

n2 + 2n+ x2
.

Exercice 9. Soit la fonction f : x 7→

+∞
∑

n=1

1

1 + n2x2
.

1. Montrer que f est bien définie et continue sur R
∗

+.

2. Calculer la limite de f en +∞.

3. Reprendre tout ce qui précède avec la fonction g : x 7→

+∞
∑

n=1

x2

1 + n2x2
.

4. En admettant que

+∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
, montrer qu’au voisinage de +∞, on a f(x) ∼

π2

6x2
.
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Exercice 10. On considère la fonction suivante

f : ]0 ; π[ → R

x 7→

+∞
∑

n=1

1

n
cosn(x) sin(nx)

.

1. Vérifier que f est bien définie.

2. Montrer que f est de classe C1 sur ]0 ; π[ et calculer la somme f ′ en utilisant les nombres complexes.

3. Montrer que, pour tout x ∈ ]0 ; π[, f ′(x) = −1 et en déduire une écriture plus simple de f .
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