Matrices, espaces vectoriels et applications linéaires

Matrices

— Puissances de matrices

Le calcul des puissances successives d'une matrice s’ef-
fectue, par exemple,

e enréduisant la matrice;

e en utilisant la formule du bin6me de Newton; si A et

B commutent alors, pour p €N quelconque,

(P
p_ k pnp—k
(A+ B) —g(k)A B

k=0

¢ en ayant recours a un polynéme annulateur.

— Inversion de matrices

Définition
Une matrice A € ./, (K) est inversible si et seulement
s’il existe une matrice B € ./, (K) telle que :

AB=BA=1I,

1l suffit en fait que AB = I,, pour que BA=1,,.
A€ #,(K)estinversible < det(A)#0<=rg(A)=n

Pour inverser une matrice, on peut :

e résoudre le systeme linéaire associé a l’aide du pivot
de Gauss;

e appliquer les opérations élémentaires sur la matrice
jusqu’a obtenir I'identité;
e utiliser un polynéme annulateur;

¢ calculer la comatrice.

— Trace

n
Si Ae #,(K), Tr(A) = Z -
k=1
La trace est une forme linéaire sur K et Tr(AB) = Tr(BA).
La trace est la somme des valeurs propres complexes de A.
— Transposée
SiAe M, ,(K), A =(a;)i<i<n.
1<j<p
Aet AT ont méme rang et méme déterminant (si n = p).
— Matrices équivalentes

Soient A, B € ./, ,(K).

Définition : Matrices équivalentes

A et B sont dites équivalentes s'il existe P € GL,(K)
et Q € GL,(K) telles que :

B=Q AP

Théoreme

Deux matrices de .4, ,(K) sont équivalentes si, et
seulement si, elles ont le méme rang.

Deux matrices sont équivalentes si et seulement si on
peut passer de I'une a 'autre par une série d’opérations
élémentaires sur les lignes.

Proposition

Sirg(A)=r, Aest équivalente a J, = [Ior g]

— Matrices semblables

Soient A, B € #,,(K).

Définition
A et B sont semblables s’il existe P € GL,,(K) telle
que:

B=P'AP

A et B représentent alors le méme endomorphisme dans
deux bases différentes.

Deux matrices semblables ont méme rang, méme trace,
méme déterminant, méme polyndme caractéristique
donc méme valeurs propres.

Systemes d’équations linéaires
On considéere le systeme d’équations linéaires :

anxy +a12x2+...+a1pxp = b1
ans Xy +a22x2+...+aszp = b2

A X1+ ApaXo+ ...+ App X, = by,

an  ap ... ay
On lui associe A= €My pK).
Apy  Qpy ... Gy
X b,
Le systéme se réécritsouslaforme: A | : [ =] :
X, by,

Lensemble des solutions est un sous-espace affine. Un
tel systeme admet donc 0, 1 ou une infinité de solutions.

Lorsqu’il n'admet pas de solution, on dit qu’il est incom-
patible. On dit qu’il est de Cramer lorsque n = p et qu’il
admet une unique solution (x;, ..., x,) € K”.



Espaces vectoriels

E désigne désormais un K-espace vectoriel et F C E.

Définition
F est un sous-espace vectoriel de E ssi

OEEF
Vx,yeF, VAeK, Ax+y€F

Quelques exemples classiques d’espaces vectoriels : R, C,
K", K[X], //l,,,p(]K), Z (R,R), €°°(R), etc. munis des lois
usuelles. Lintersection de deux sous-espaces vectoriels
est un sous-espace vectoriel.

— Famille de vecteurs

Soit (u;);c; une famille de vecteurs de E.

n
Vect(u;)= {Zliui | (A;) € K! presque nulle}
i=1

iel

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
les vecteurs u; pour tout i € I.

— Définition
La famille (u;);<; est dite génératrice si E = Ve?t( u;).
1€
Autrement dit,

n
VxeE, IneN, I(A,,...,A,) K", x=ZAiui
i=1

— Existence de la décomposition.

— Définition
Une famille (u;);c; de vecteurs de E est dite libre si
pour toute famille de scalaires (A;);c; presque nulle,

inuiZOE S (VZEI, AIZO)

iel

— Unicité de la décomposition.

Une famille de deux vecteurs est libre lorsqu’ils ne sont
pas colinéaires. Cette propriété est fausse des qu’il y a plus
de deux vecteurs.

Une famille infinie de vecteurs de E est libre ssi toute
sous-famille est libre.

— Définition
* Une base de E est une famille libre et génératrice.

¢ Un espace de dimension finie est un espace qui
admet une famille génératrice finie.

¢ Toutes les bases d'un espace E de dimension finie
ont méme cardinal. On I'appelle dimension de E.

Soient désormais E un espace vectoriel de dimension
n#0etZ =(uy,..., up) une une famille de vecteurs de E.
Théoreme : Théoreme de la base extraite
Si 7 est une famille génératrice de E,
¢ on peut extraire de # une base de E.
e Card(Z) > n;si Card(Z)=n, c’est une base de E.

Théoreme : Théoreme de la base incompléte
Si Z est une famille libre de E,
* on peut compléter Z en une base de E.
e Card(Z)< n;siCard(Z)=n, c’est une base de E.

Par définition, rg(#) = dim Vect(uy, ..., u,).

Théore

e 1g(Z)<netrg(Z)<p.
« 1g(F)=

e 1g(7)=

me

n ssila famille est génératrice.

p ssila famille est libre.

(uy,...,u,)basede E < rg(uy,...,u,)=n
< det(uy,..., u,)#0

— Espaces supplémentaires et sommes directes

F et G désignent deux sous-espaces vectoriels de E.

Définition
On dit que F et G sont supplémentaires dans E si
E=F+GetFNG={0g}.Onnotealors E=Fa&G.

Un supplémentaire n’est pas unique. Rappel : dans un
espace euclidien E, E=F & F.

dim(F + G)=dim(F)+dim(G)—dim(F N G) lorsque F et
G sont de dimension finie.

— Théoréme : Caractérisation en dim. finie

Si E est un espace de dimension finie, F et G sont
supplémentaires dans E si et seulement si deux des
trois assertions suivantes sont vérifiées :

O E=F+G (i) FNG=1{0z}

(iii) dim(E) =dim(F)+dim(G)

E = F G si et seulement sil’'on obtient une base de E
en concaténant une base de F et une base de G. On parle
alors de base adaptée a la somme directe.

Définition : Somme directe

Les espaces F,, ..., F, sont en somme directe lorsque
la décomposition de tout vecteur de F; +---+ F, est

p
unique. On la note alors @Fi oubien F, @--- @ F,.
i=1

P P
dim (Z E-) < Z dim(F;). Il y a égalité si et seulement si
i=1 i=1
les sous-espaces sont en somme directe.

Théoréeme : Caractérisation de la somme directe

Les sous-espaces F;, ..., F, sont en somme directe si
et seulement si la décomposition du vecteur nul est
unique.

E=F &---@ [, si et seulement si la famille obtenue par
concaténation de bases des espaces F, ..., F, estune base
de E, alors appelée base adaptée a la somme directe.



— Hyperplans

Définition : Hyperplan
On appelle hyperplan de E tout noyau de forme li-
néaire non nulle.

De plus, H est un hyperplan si et seulement si,

e H admet une droite comme supplémentaire : il existe
u € E non nul tel que E = H & Vect(u);

e dim(H)=n—1si E est de dimension n;

Deux formes linéaires de méme noyau sont proportion-
nelles.

Applications linéaires

— Généralités

E et F désignent des espaces vectoriels sur K.

Définition
Onditque f : E — F est une application linéaire si :

Vx,y€E, YA€K, f(Ax+y)=Af(x)+ f(y).

XZ(E, F)désigne le K-e.v. des applications linéaires de E
dans F.Si E et F sont de dimension finie,

dim(%(E, F))=dim(E) x dim(F)
* Un endomorphisme de E est une application linéaire
de E dans lui-méme.
¢ Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
e Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

* Une forme linéaire est une application linéaire a valeurs
dans K.

f désigne désormais un élément de Z(E, F).

Définition
* Ker(f)={x€E|f(x)=0g}=f"({05}).
* Im(f)=f(E)={f(x)| x€E}.

e Ker(f)estuns.e.v.de E et Im(f)uns.e.v.de F.

* Si(e;);cs est une base de E, Im(f) =Ve(;t(f(e,-)).
e

e f estinjective ssiKer f ={0p}.

e f estsujectivessilm f =F.

Par définition, rg(f)=dimIm f.

Théoréme : Théoréeme du rang
Si E est de dimension finieet f € £(E, F),

dim E =dimKer f +rg(f)

On dispose d'une forme version plus forte de ce résultat,
sans hypothése sur les dimensions :

— Théoreéme : Forme géométrique
Soient E et F deux espaces vectorielset f € Z(E, F).

Si Ker(f) posséde un supplémentaire I dans E, alors
fir estun isomorphisme de I sur Im(f).

— Théoréme

Soit f un endomorphisme de E, o dim(E) < +00.

f injective <= f sujective <= f bijective

— Théoreme
Soit f € Z(E, F). f estun isomorphisme si et seule-

ment sil'image d'une base (de toute base) de E est
une base de F.

— Formules de passage et changement de base(s)

On suppose E de dimension finie. Soient 8 et 8’ deux
bases de E. On note P € GL,(K) la matrice de passage de
B a B’ (ses colonnes représentent les coordonnées des
vecteurs de %’ dans la base %).

— Théoréme : Formules de passage

* Soit x € E. On note X (resp. X) le vecteur coor-
données de x dans la base & (resp. 8’).

X=PX cad X' =P7'X

* Soit f € Z(E). On note M (resp. M) la matrice de
f danslabase 2 (resp. 8’).

M =P7'MP

Ne pas oublier que pour déterminer X’ en fonction de X,
on doit inverser un systeme. D’ot1 la présence de P! dans
la formule X' = P7'X.

Plus généralement, soit f € Z(E, F). On considere deux
bases % et B’ de E et deux bases 6 et 6’ de F. On
pose P = Py_, 5, Q = Py_ ainsi que M = Maty «(f)
et M’ =Mat g /(f). Alors, M'=Q'MP.

— Restrictions et endomorphismes induits

Proposition

p

Soient Ey,...,E, des s.e.v. tels que E = @Ei et
i=1

fi € Z(E;, F). Alors, il existe une unique application

fe€%(E, F)telle que pour tout i €[1, p], fig, = fi-

F est dit stable par f lorsque f(F)C F.

Définition
Soit F uns.e.v. de E stable par f € Z(E). fiy estalors

un endomorphisme de F, appelé endomorphisme
induit.




Si(ey,..., e,) estune base de F que 'on compléte en une
base (ey,...,e,)de E, on a alors :

Mat(f) = [Magf'F X].

X

SiE=F@®G etsiF et G sont stables par f, on aura dans
une base adaptée

Mat(f)= [Mang o fG].

— Projections et symétries vectorielles

— Définition
Soit E=F @ G. Si x € E, il existe un unique couple
(x1, %) € F x G tel que x = x; + x».
¢ Onappelle projection sur F parallelement a G I'ap-

plication linéaire p vérifiant :

Vx€E, p(x)=x.

¢ On appelle symétrie par rapport a F parallelement
a G I'application linéaire s vérifiant :

VxeE, s(x)=x3—Xp.

/xl = P(x.);

— Théoreme : Caractérisation
Soient p, s € Z(E).

* p estune projection vectorielle sur Im p parallele-
ment a Ker p si et seulementsi pop =p.
Alors, E =Im(p)® Ker(p) et Im p =Ker(p —idg).

¢ s est une symétrie vectorielle par rapport Ker(s —
idg) parallelement a Ker(s +idg) si et seulement si
sos=1idg. Alors, E =Ker(s —idg) ® Ker(s +idp).

Dans une base adaptée, les matrices de p et s sont:

I, 0 e 0
SN 3 P TR
p est diagonalisable et :

e dimImp =Ti(p)=r,dimKerp=n—r;
. Zp :(X_l)rxn—r
s est diagonalisable et :
e dimKer(s —idg)=r, dimKer(s +idg)=n—r;
o 1y =X-1)(X+1)""

Si E=E; ®---® E,, tout vecteur x de E se décompose de
facon unique sous la forme x = x; +---+ x,, ol x; € E;.
Notons alors, pour i €[1, n], p; 'application définie sur
E par p;(x) = x;.

— Théoreme
Pour tout i € [1, n], p; est la projection vectorielle
n
sur E; parallelement a @ E;. De plus,
k=1
k#i

m++p,=idg et VYi#j, Piopjzoz(E)




Calcul différentiel

Applications de classe ¢’

Soit f: % C E — F ou E et F désignent deux e.v.n. sur R
de dimensions respectives p et n et % un ouvert de E.

— Différentielle

— Définition : Différentielle en un point

Lapplication f est dite différentiable en a € % s'il
existe ¢ € Z(E,F)tel que:

fla+h) = fl@)+¢(h)+o(h)

Lapplication est alors unique, on I'appelle différen-
tielle de f au point a. On la note df, oudf(a).

Notation : o(h)=||h||le(h) ol : E — F et e(h)—— Op.

h—0y

fla+h) = f(a)+df,(h)+o(h)

h—0

Proposition
rSi f estdifférentiable en a, f est continue en a.

* Si f et g sont différentiables en a, Ag + ug aussiet:
d(xf + .ug)a = Adfa +udg,

* Si f estdifférentiable en a et g en f(a), alors go f est
différentiable en a et :

d(gof)a :dgf[a)odfa

— Définition : Différentielle, application de classe 6!
* f est dite différentiable sur % si f est différen-
tiable en tout point de %/. On appelle alors diffé-
rentielle de f I'application :

df :|% cE — ¥%(E,F)
a — df(a)=df,

* Lapplication f : % c E — F est dite de classe 6!
sur % si f est différentiable sur % et si sa différen-
tielle df est continue sur %.

Si f est de classe 6 sur %, on dira aussi que | est conti-
niment différentiable sur % .

— Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

— Définition : Dérivée selon un vecteur

Soit u € E. L'application f est dite dérivable en a
selon le vecteur u sila fonction ¢ — f(a + tu) est
dérivable en 0. On pose dans ce cas:

fla+rtu)—f(a)

Dy(f)(@)=1im :

Quand une fonction est différentiable, elle est dérivable
dans toutes les directions.

Proposition

Si f est différentiable en a alors f est dérivable en a
selon u pour tout vecteur u € E et D,(f)(a)=df,(u).

On munit désormais E d'une b.o.n. (ey, ..., e,).

— Définition : Dérivées partielles
Pour j €1, p], on appelle dérivée partielle en a d'in-
dice j la dérivée de f en a suivant e;, c’est-a-dire :

o o im @t re) =@

ox; r—0 t

Si f est différentiable en a, alors les dérivées partielles
existent et :

0
Vjellpl a—f_(a)=dfa(ej)
J

p p Y
dfa(h)=df, (Z hjej) :Zhjdfu(ej)zzhjﬁ(al
j=1 j=1 =1 !

En notant dx; les applications h — h;,

_9f L or _Nof
df, = a)Cl(a)dler +axp(a)dxp—;6xj(a)dxj

— Théoréme : Caractérisation

Soit f: % C E— F. f estde classe €' sur % si et
seulement si les dérivées partielles de f existent et
sont continues en tout point de % .

Si f est de classe 6lsur % etac,alors:

fla+h) = f(a)+ih~a—f(a)+o(h)
h—0 = Jaxj

Pour calculer la différentielle en un point, on peut revenir
ala définition ou bien calculer les dérivées partielles.



E Fiche 18 - Calcul différentiel

> Soient % un ouvert de R? et I un intervalle de R. On
considere les deux applications de classe € :

o:|I — U et f:
t — (x(1), y(1)

Y — R
(x,y) — f(x,y)

Lapplication ¢ — f(x(z), y(t)) est de classe €' sur I et
pour tout t € I,

af

DY+ 0

(Fop)(n)=x1) 5

(x(2), y(1)

> On considere les applications [ :R?> - R, ¢ : RZ > R et
Y :R?> >R declasse €' surR? et :

F:] R?—R

(x,y) — flolx,y)y(x,¥)

Alors F est de classe 6! sur R? et pour tout (x, y) € R?,

OF (=89 ). 8f
a(x,y)— ax(x,y) ax(sO(x,y),w(x,y))

o ., 9f
+—=(x,y) ay(</9(x,y),w(x,y))

ax
JOF 0 0
5y )= a—“o(x,y)- —f(so(x,y),w(x,y))

31/1 of
ayxy) —(chy)wxy))

— Gradient associé a une fonction numérique

Soit f : % c E — R une fonction numérique, supposée
différentiable en a. On peut alors définir le gradient de f

au point a par ses coordonnées dans une b.o.n. (ey, ..., ep) :

af

8x1 (a)

Vf(a)=
af

8_xp(a)

Le théoréme de Riesz fournit une définition intrinséque :

Définition : Gradient

Onappelle gradientde f ena etonnote V f(a)le vec-
teur associé a la forme linéaire d f,,. Pour tout h € E,

df(h)=Vf@)'h=Vf(a)h

Si f:% c E— Restde classe 6!,

Vxeu, f( x+h f(x +Vf(x) h+o(|hl)

Applications de classe 6*

— Dérivées partielles d’ordres supérieurs

On définit par récurrence les dérivées partielles d’ordres
supérieurs :

okf a( ak-1f )

axik---axil 3x,-k 3xl-k71---3x,-1

— Définition : Application de classe 6*

Une application est dite de classe 6* sur un ouvert
9 sitoutes ses dérivées partielles d’ordre k existent
et sont continues.

— Théoréme : Théoreme de Schwarz

Soit f : % c E — F une application de classe 6€? sur
un ouvert % de R?. Alors,
of

o%f _
E/‘x(’/’y(a)_ E/‘yax(a)

Yaeci,

— Hessienne

La hessienne au point a € % de la fonction numérique
f:% cR" — R de classe €2 est la matrice symétrique :

ot T
o2y 2 x,° axlﬁxn
Hf(a)=(a (a))= :
xiaxi o2f aZf
2x,0x, e 0 x,> 2(@)

On dispose de la formule de Taylor-Young a 'ordre 2 :

Vxeu, fx+h) = fx)+Vf(x) ) ht— hTHf( )h-+o(|| Al



Optimisation

Toutes les fonctions considérées sont des fonctions nu-
mériques.

— Condition d’ordre 1

— Définition : Point critique

Soit f: % c R" - R de classe 6! sur'ouvert % .
On dit que a € % est un point critique de f si:
of
o, (a)
df, =04 g g) C'est-a-dire V f(a)= : =
0
/ (a)

ax,

(=X

f admet un maximum en a € R” si et seulement s’il existe
un voisinage % de a tel que :

Vxew, f(x)<f(a)
La définition est analogue pour un minimum.

Théoreme : CN d’existence d’'un extremum

Si f:% cRP - Rdeclasse 6! surl'ouvert 2 admet
un extremum au point a € %/ alors a est un point
critique. Celarevient a dire que V f(a)=0.

La propriété est fausse ailleurs que sur un ouvert. De plus,
tout point critique ne correspond pas nécessairement a
un extremum (cas des points selles).

— Condition d’ordre 2

Théoréme : CS d’existence d’'un extremum

Soit f : % c R* — R de classe 62 sur 'ouvert % .

Si a est un point critique de f et Hy(a) € /" (R),
alors f atteint un minimum local strict en a.

Pour n =2, le déterminant et la trace nous permettent de
trouver facilement le signe des valeurs propres.




Déterminant d’'une matrice carrée

det(A) est un polynome en les coefficients de la matrice.

— Théoréme
Soient A,Be ./,(K) et A K.

(i) Ledéterminantest n-linéaire par rapport aux
colonnes. En particulier, det(AA) = A" det(A).

(ii) det(AB)=det(A) x det(B).
(iii) A € GL,(K) si, et seulement si, det(A) # 0.

Dans ce cas, det(A™) = dotA)

(iv) det(AT)=det(A).
(v) Si A et B sont semblables, det(A) = det(B).

— Théoréme : Déterminant triangulaire par blocs —
Soit A une matrice triangulaire par blocs, c’est-a-dire
de la forme :

A * *
A= .« | ouA €My (K),...,A €M, (K)
A,

Alors, det(A) =det(A;) x --- x det(A,).

En général, det [é g] £ det(A)det(D)— det(B)det(C).

Pour calculer certains déterminants, on pourra opérer sur
les lignes et les colonnes pour faire apparaitre des déter-
minants de matrices diagonales ou triangulaires (éven-
tuellement par blocs). Effets des opérations du pivot :

* C; < C; : on multiplie le déterminant par —1.
e C; — AC; : on multiplie le déterminant par A.

o GG +ZA ;Cj :le déterminant reste identique.
Jj#i
Une autre possibilité pour calculer un déterminant
consiste a le développer par rapport a une de ses lignes
ou une de ses colonnes.

Déterminants

— Définition : Mineurs et cofacteurs

Soit A=(a; ;) € .#,(K). On note A; ; la matrice obte-
nue en 6tant la i®™€ ligne et la j®™¢ colonne de A.
On appelle alors :

* mineur relatif a a; ; le scalaire det(4; ;).

* cofacteur de a; ; le scalaire (—1)"*/ det(4; ;).

e comatrice de A la matrice des cofacteurs de A.
La comatrice est souvent notée Com(A) ou A.

— Théoreme : Développement
n . .
e Vie[l,n], det(A)=> (—1)" det(A; )y
j=1
n . .
* Vjiellnl detd)=) (-1)" detld; )ay,

i=1

cofacteur

b]_l 1

a
Siad—bc #0,al =—
ia c# ors[C d I be

d —-b
—c a |

Déterminant d'une famille de vecteurs

E désigne un K-espace vectoriel de dim. finie n € N*.

Définition
Le déterminant d'une famille & de n vecteurs de E

dans une base (quelconque) 2 de E est le détermi-
nant de sa matrice représentative. Notation : dgt(? ).

Pour une base 9 de E, det g estl'unique forme n-linéaire
alternée sur E vérifiant dgt(%) =1.

— Théoreme : Bases et déterminant
Soient Z =(uy,...,u,)€ E" et B, B’ deux bases.

* Formule de changement de base
det(-)= det(B’) x det(-
§t() dgg(%)x %gt()

¢ Caractérisation d'une base

(uy,...,u,) libore < (uy,...,u,) basede E
= d%e;t(ul,...,un)yéo

D , = .
ans ce cas d;t(,%) dgt( 7




Déterminant d'un endomorphisme

— Définition
Soit f € Z(E). det(Matg(f)) ne dépend pas de la
base % choisie. On I'appelle déterminant de I'endo-
morphisme f et on le note det(f).

— Théoréeme
Soient f,g € Z(E)et LK.
(i) det(idg)=1etdet(Af)=A"det(f).
(i) det(f og)=det(f)x det(g).
(iii) f e GL(E)si, et seulement si, det(f) #0.

Dans ce cas, det(f ') =

det(f)’

Pour calculer le déterminant d'un endomorphisme, on
se rameénera de facon quasi-systématique a un calcul de
déterminant matriciel.

Orientation de I'espace, produit vectoriel

Soient 2 et #B’ deux bases orthonormales de E.
Py_, 5 est orthogonale donc det P ==1.

— Définition : Orientation de I'espace

On dit que $ et B’ définissent la méme orientation
si et seulement si detPy_, 5 =1.

Orienter I'espace consiste a choisir arbitrairement
une base orthonormale de E. Toutes celles qui dé-
finissent la méme orientation seront dites directes.
Les autres indirectes.

Par convention, les bases orthonormales directes de R3
sont celles qui respectent la regle des trois doigts (ou regle
du tire-bouchon).




Endomorphismes d’'un espace euclidien

(E,(-|)) désignera par la suite un espace euclidien.

Adjoint d’'un endomorphisme

— Théoréme : Représentation des formes linéaires —

Pour toute forme linéaire ¢, il existe un unique vec-
teur a € E tel que :

VxeE, o(x)=/{alx)

— Définition : Adjoint d’'un endomorphisme

Soit u € Z(E). Il existe un unique endomorphisme
v de E vérifiant :

Vx,y€E, (u(x)ly)=(xlv(y))

On l'appelle adjoint de u et on le note u*.

Pour tous u,v € Z(E), (uov)*=v*ou*.

De plus, u — u* est linéaire et involutive.

— Proposition
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Alors, F1 est stable par u*.

— Proposition : Matrice de 'adjoint dans une b.o.n. —

Soient 28 une base orthonormale de E.
On pose M = Mat 4(u). Alors, Mat 5 (u*)=M .

Isométries vectorielles
— Matrices orthogonales

Définition : Matrices orthogonales

On dit que M € ./ ,(R) est une matrice orthogonale
sietseulementsiM M =MM'T =1,.

Une matrice orthogonale est inversible, d’inverse M " et
de déterminant +1.

On note O,(R) 'ensemble des matrices orthogonales de
M ,(R) (groupe orthogonal) et on note SO, (R) 'ensemble
des matrices orthogonales de déterminant 1 (groupe spé-
cial orthogonal). O, (R) et SO, (R) sont des groupes.

Théoreme : Caractérisation

Une matrice est orthogonale si et seulement si I'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :

¢ ses colonnes forment une famille orthonormale.

¢ ses lignes forment une famille orthonormale.

Une matrice orthogonale s’interprete comme la matrice
de passage d'une base orthonormée a une base orthonor-
mée. Lorsque les bases de départ et d’arrivée ont méme
orientation, son déterminant vaut +1.

— Isométries vectorielles

— Définition
Soit u un endomorphisme de E. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) uconservelanorme: VxeE, |u(x)]|=]x]
(ii) u conserve le produit scalaire :

Vx,y €E, (u(x)lu(y))=(xly)
(iii) u*ou=idg

On dit alors que u est une isométrie vectorielle de E
(ou un endomorphisme orthogonal).

Une isométrie vectorielle est bijective, ¢’est un automor-
phisme. La composée d’isométries (positives) reste une
isométrie (positive) : O(E) et SO(E) sont des groupes.

— Théoréme

Soit F un sous-espace vectoriel stable par u € O(E).
Alors, F* est stable par u.

— Théoreme : Caractérisation a 'aide d’'une b.o.n. —

Un endomorphisme est orthogonal si et seulement
sil'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

¢ I'image d'une b.o.n. est une b.o.n.

* sa matrice dans une b.o.n. est orthogonale.

u € SO(E) ssil'image d’'une b.o.n.d. est une b.o.n.d.

— Symétries orthogonales
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors, E=F & F L

Définition : Symétries orthogonales

* On appelle symétrie orthogonale par rapporta F
la symétrie par rapport a F parallelementa F*.

* Une réflexion est une symétrie orthogonale par
rapport a un hyperplan.

Expression analytique d'une réflexion o par rapportal’hy-
perplan Vect(a)* :

(x]a)

llall?

VxeE, o(x)=x-2

Théoréeme : Caractérisation

Une symétrie vectorielle est orthogonale ssi sa ma-
trice dans une base orthonormale est symétrique.

— Classification des isométries planes
¢ Les isométries positives du plan sont les rotations.

cosf —sine]

M €SO,(R) <310 cR tel que M = [sine cosf

Cas particuliers : idg (6 =0), —idg (0 = ).



* Les isométries négatives de I’espace sont les réflexions.

_ cosf sinf
M €0, (R)«<= 130 eRtelqueM—[Sine —cos@]

Endomorphismes autoadjoints

Définition : Endomorphisme autoadjoint

On appelle endomorphisme autoadjoint (ou symé-
trique) tout endomorphisme u vérifiant u* = u, i.e.:

Vx,ye€E, (u(x)ly)= (xlu(y))

Lensemble #( E) des endomorphismes autoadjoints de E
est un sous-espace vectoriel de Z(E).

Les projecteurs orthogonaux sont autoadjoints, ce sont
méme les seuls projecteurs a l'étre.

— Proposition
Soit u € &(E). Si un sous-espace vectoriel F de E
est stable par u, alors F* est stable par u.

— Proposition : Caractérisation a 'aide d’'une b.o.n. —

Un endomorphisme est autoadjoint si et seulement
sil'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

e pour une/toute b.o.n. (ey,...,e,)de E,
Vi,jell,nl, (u(ele;)={eilule;))

¢ samatrice dans une b.o.n. est symétrique.

— Théoreme : Théoréme spectral
Si u* = u, alors u est diagonalisable dans une base

orthonormale. Autrement dit, il existe une base or-
thonormale formée de vecteurs propres de u.

— Théoreme : Théoréme spectral - version matricielle

Toute matrice M € ./ ,(R) symétrique réelle est dia-
gonalisable au moyen d'une matrice de passage or-
thogonale :

IP€0,(R), P'MP=P'MP diagonale

Les sous-espaces propres d'une matrice symétrique réelle
sont orthogonausx, toutes ses valeurs propres sont réelles.
— Définition : Endomorphisme autoadjoint positif —
Soit u € #(E). Les trois assertions sont équivalentes :
(i) pourtoutx € E, (u(x)|x)=0
(i) Sp(u)cR,
(iii) il existe v € Z(E)telque u=v*ov

On dit alors que u est positif.

— Définition : Endomorphisme autoadjoint déf. positif
Soit u € #(E). Les trois assertions sont équivalentes :
(i) pour tout x #O0g, (u(x)|x)>0
(ii) Sp(u)CcR%
(iii) il existe v € GI{E) tel que u =v*ov

On dit alors que u est défini positif.

On note #*(E) (resp. & **(E)) 'ensemble des endomor-
phismes autoadjoints (définis) positifs.



Equations différentielles linéaires

Equations linéaires scalaires d’ordres 1 et 2

— Equations différentielles linéaires d’ordre 1

On considére 'équation différentielle linéaire d’ordre 1 et
I’équation homogene associée :

y'=at)y+b(t) (E) y'=alt)y (H)

— Théoréme
On suppose a, b : I — K continues sur I'intervalle I.
Soit A une primitive de a sur I.
¢ L'équation homogene y’ = a(t)y admet pour so-
lution générale t — AeA") ot1 A € K.

e L'équation y’=a(t)y + b(t) admet pour solution
générale t — y,(1)+ Ae(") o1 y, est une solution
particuliére de I’équation compléte.

On peut méme écrire :
t

y(t) =2V + ef“”f b(x)e™dx (1eK)

)

On considere maintenant |'équation différentielle linéaire
d’ordre 1 et son équation homogene associée, ou les fonc-
tions a, b, ¢ : I — R sont continues sur 'intervalle I :

a(t)y’+b(r)y=c(t) et a(r)y’+b(t)y=0

— Théoréme : Probleme de Cauchy

Si a ne s’annule pas sur I'intervalle I, le probleme
de Cauchy

{a(t)y’+ b(t)y =c(t)
y(t) =W

admet une unique solution sur I.

— Corollaire : Structure de 'ensemble des solutions —
Lorsque a : I — R ne s’annule pas sur l'intervalle I,

¢ 'ensemble %, des solutions de (H) est une
droite vectorielle;

¢ 'ensemble #; des solutions de (E) est une
droite affine de direction .%;.

Plan de résolution :

e Identification de I’équation.

¢ Mise sous forme résolue/normalisée en divisant par
a(t) sur les intervalles ol @ ne s’annule pas.

* Résolution de I'équation homogene y’ = f(t)y.
y(t)=2ef ol1 F est une primitive de f sur I et A€R.

* Résolution de I'équation avec second membre.
On recherche une solution particuliére y, de (E). S’il
n'y a pas de solution évidente, on utilise la méthode de
variation de la constante en posant y(¢)= A(t)ef").
La solution générale est y(t)=Aef (") + Vp(£).

¢ Recollement éventuel des solutions (souvent via un DL).

¢ Utilisation des conditions initiales.

— Equations différentielles linéaires d’ordre 2

On considere I'équation différentielle linéaire d’ordre 1
suivante et on note (H) ’équation homogeéne associée :

a(t)y”+b(t)y +c(t)y=d(t) (E)

On suppose a, b, c,d : I — R continues sur l'intervalle I.

— Théoréme : Probleme de Cauchy

Si a ne s’annule pas sur l'intervalle I, le probleme
de Cauchy

{a(t)y”+ b(t)y’+c(t)y =d(r)
y(t)=1; ¥ ()= J’ol

admet une unique solution sur 1.

— Théoreme : Structure de 'ensemble des solutions —
Lorsque a : I — R ne s’annule pas sur I'intervalle I,

e I'ensemble #}; des solutions de (H) est un plan
vectoriel;

e I'ensemble #; des solutions de (E) est un plan
affine de direction .%;.

— Proposition : Principe de superposition
Si y, estsolution del'équationay”+by’'+cy =d,(t)
et y, del’équationay”+by’+cy =d,(t)alors y,+,
estsolutionde ay”+ by’ +cy =d,(t)+ dy(t).

Résolution de (H) lorsque les coefficients sont constants :
On résout I'équation caractéristique aX?>+bX +c=0de
discriminant associé A.
¢ Si A >0, deuxracines réelles distinctes r; et 75.
y(t)=2Aent + Aye™t avec Ay, A, €R.
¢ Si A =0, une racine réelle double r.
y()=(A1+ Ay t)e"" avec Ay, A, €R.
* Si A <0, deux racines complexes conjuguées a + if.
y(t)=(A1cos(B )+ A, sin(f 1))e*" avec Ay, A, €R.
On peut déterminer une solution particuliere de (E)
lorsque le second membre d(t) est de la forme :

e d(t) = P(t)e™" avec P € R[X], on cherche y, sous
la forme yy(t) = Q(t)e™! avec Q € R[X] et deg(Q) =
deg(P)+ k, k étant I'ordre de multiplicité de m en tant
que racine de I’équation caractéristique.

e d(t)=cos(wt), on passe en complexe.

On pourra utiliser le principe de superposition.
Résolution lorsque les coefficients ne sont pas constants :
(on se laisse guider par I'énoncé)

¢ Recherche de solutions polynomiales (on commence
par 'étude du degré).

¢ Recherche de solutions développables en série entiére.

¢ Recherche d'une solution sous la forme y(#) = z(#)y,(¢)
ol Jp est une solution déja connue (méthode dite de
Lagrange).

¢ Changement de variables ou d’inconnues.



Systemes différentiels linéaires
COMPLEMENTS HORS PROGRAMEE

— Systemes différentiels a coefficients continus

Soit le systeme linéaire a coefficients continus suivant :

X ()= ay (£)x1 () + -+ Ay Xn (£) + by (1)
Xy(1) = ap (1)1 () + -+ Az ()X, () + bo(1)

X (1) = a1 (0)x1(£)+ -+ A ()X (£) + by (1)
11 se réécrit sous la forme X’(t)= A(£)X(¢)+ B(t) avec :
Xe6'(I,K"); Ae€6(, 4,(K); Be<€clK")
De manieére équivalente,
x'=a(t)(x)+b(t) avec ac 6(I,%(E)) et be6(I,E)
— Théoréme : Cauchy-Lipschitz linéaire
Soient I un intervalle de R, &, € I et Xy € 4, 1(K).

SiA:I— #,(K)etB:I— .#,,(K)sont continues
sur I, le probleme de Cauchy

{X’:A(t)X-i-B(t)
X(t)= X,

admet une et une seule solution.

— Théoreéme : Structure de 'ensemble des solutions —

Lorsque A: I — ./ ,(K) et B: I — K" sont continues
sur l'intervalle I,

¢ I'’ensemble #}; des solutions de X’ = A(t)X est
un s.e.v. de ¢'(I,K") de dimension n;

¢ I'’ensemble des solutions de X’ = A(#)X + B(t)
est un sous-espace affine de ¢'(I,K") de direc-
tion ..

— Equations différentielles linéaires scalaires

On peut transformer une équation linéaire scalaire
d’ordre n en un systeme différentiel linéaire d’ordre 1.

x = ag(£)x+ay(£)x"++a,_1(£)x"V = X' = A(t)X

0 1 o - 0
X
x’ 0
avec X = . etA=
L) 0 - 0 0 1
ao al e e an—l

* L'ensemble des solutions de I'’équation X’ = AX sur
un intervalle est donc un e.v. de dimension 7.

* Le probleme de Cauchy

' = ag(£)x +ay (£)x" + -+ a,_y (£)x"Y
x(t()) = Xp, xl(to) =X1yeeey x(n_l)(to) =X,

admet une et une seule solution.

— Méthode de variation des constantes

1l s’agit de trouver les solutions de X’ = A(t)X + B(t)
connaissant une base (Xj,..., X,,) del’équation homogene
X’ = A(t)X. La famille (X,..., X,,) est alors qualifiée de
systeme fondamental des solutions.

X'=A(1)X+B(1) <= X)X, ()+--+ A/ ()X, (1) = B(t)

Pour I'équation scalaire x” +a(t)x’+ b(t)x = c(t), il s'agit
de résoudre le systeme :

ANxi+u'x,=0
Nxj+u'x,=c

— Wronskien d’'une équation linéaire d’ordre 2

— Définition : Wronskien

On appelle wronskien de deux solutions x; et x, de
a(t)x”+b(t)x’+ c(t)x =0, 'application :

xi(r)  x(r)

Wit=lne) xl(n)

=x;(1) X, (1) — xo(1)x; (1)

Soient x, et x, deux solutions de I'équation a(t)x” +
b(t)x’+ c(t)x =0, avec a ne s'annulant par sur I.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (x7, x,) est un systeme fondamental de solutions
) Veel, W(t)£0 (i) I, I, W(ty)#0

— Résolution des systéemes a coefficients constants

Lorsque le systeme différentiel linéaire est a coefficients
constants, on sait le résoudre explicitement.

— Théoréme

Soit A e .4, (K). Léquation homogéne X’ = AX ad-
met pour solution générale X : r — e’4C ou C e K".

— Théoreme : Cas diagonalisable

Soit A € .#,(C) une matrice diagonalisable. Il existe
alors une base (X, ..., X,,) de vecteurs propres asso-
ciés aux valeurs propres A4,..., A, éventuellement
multiples. Les solutions de I'équation X’ = AX sont
dela forme:

X(t)=CeM' X +---+C,e*' X, avec C,...,C, €K

Lorsque le systéme est a coefficients réels et que ’on dia-
gonalise A dans C, il suffit d’extraire les parties réelles et
imaginaires de e’ X pour trouver les solutions.

On retrouve le résultat du théoréeme en écrivant :
X'=AX < X'=PDP'X < P 'X'=DP'X
< Y'=DYavecY=P'X
Le calcul de P! est inutile.

Cette méthode fonctionne également lorsque A est seule-
ment trigonalisable ou bien lorsque le systeme comporte
un second membre.



Espaces préhilbertiens réels

Produit scalaire

E désigne un R-espace vectoriel.

— Définition
On appelle produit scalaire sur E toute application
¢:ExE—Rtelleque:

* ¢ est une forme bilinéaire :
Pour tous x;,x,,y € E et A€R,

O(Ax1+ X, y)=Ap(x1, ¥)+ @(x2, ¥)
Pour tous x, y;, , € E et A€ R,
(X, A+ ) =2Ap(x, )+ @(x, o)

e pestsymétrique: Vx,y<E, o(x,y)=p(y, x).
¢ ( est définie positive :

VxeE, p(x,x)20 et ¢(x,x)=0<=x=0g

(E, @) est alors appelé espace préhilbertien réel.
Sidim E < 400, E est qualifié d’espace euclidien.

Exemples fondamentaux d’espaces préhilbertiens réels :

n
¢ E =R" muni du produit scalaire usuel (x, y) — Z X yi.

i=1
1

. E:R[X]munide(P,Q)'—»J PQ.
0

b
* E=%(la,b),R) munide(f,g)— f fs.
a
e E=_/,(R)munide (4, B)— Tr(B'A).
Théoréme : Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E, (:|-)) un espace préhilbertien réel. On a alors :
Vx,yeE, |x|y)l<Ixl-llyl

Il'y a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

L'application x — +/(x|x)=|x|| est une norme sur E.

Identités remarquables vérifiées par la norme euclidienne :

Pourtous x,y € E,

o llx+yIP=1xl>+1yI>+2(x]y).
o [lx—yIP=1xl>+yI?—2(x]y).
e Identité du parallélogramme :

llx + y 112+l = y1I* =2/l x]* + 21 y I

¢ Identité de polarisation :

()= 5 (Ix-+ yIF = lv=y1P)

Orthogonalité

— Familles orthonormales

Soient x,y € E.

Définition
rx et y sont dits orthogonaux si (x|y)=0.

Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tous les
autres.

— Théoreme : Pythagore
llx + y I =11xI? +Iyl* <= (x]y)=0.

— Définition : Familles orthogonales et orthonormales
Soit I un ensemble d’indices fini ou infini.

¢ Une famille de vecteurs (e;);c; de E est dite ortho-
gonale si:

V(i,j)eI? i#j=>(ele;)=0.

¢ Elle est dite orthonormale si ses vecteurs sont de
plus unitaires.

Cela revient a dire que pour tout (i, j) € I?, (eilej)=0;,;.

— Théoréme

* Une famille orthogonale constituée de vecteurs
non nuls est libre.

¢ Une famille orthonormale est libre.

— Théoreme : Décomposition dans une BON
Soient E un espace euclidien de dimension n € N*
et(ey,...,e,) une base orthonormale de E.

n
Vx e E, x=(xley)ey+-+(xles)e, = > (xler)e;
i=1

— Proposition
Soient 8 =(ey, ..., e,) une base orthonormale de E.
On considére x, y € E de coordonnées respectives
X=(x1,...,x,)et Y =(»,...,¥,)-Onaalors:

n

(xly)=>_xiy= D (xle)yle)=X"Y
i=1

i=1

n n
1P =D "7 => (xle)f =x"X
i=1 i=1
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Tout espace euclidien admet une base orthonormale, que
I'on peut construire al’aide del'algorithme d’orthonorma-
lisation de Gram-Schmidt. On part d'une base (uy, ..., u,)
quelconque de E et on construit pas a pas une base or-
thonormale (e, ..., e,) en posant :

¢

llel

k-1
e, = uk_Z(uklei)ei puis e
-1

— Théoreme
Soient n € N* et (u,..., u,) une famille libre de vec-
teurs de E. Il existe alors une famille orthonormale
(e1,-..,e,)de E telle que:

Vect(ey,...,e,)=Vect(uy,..., u,)

— Orthogonal d’'une partie

Définition : Orthogonal

Soit F une partie de E. On appelle orthogonal de F
I’ensemble :

Fl={xeE|VyeF (x|y)=0}

F1 est un espace vectoriel.

— Théoréme
Soit F un sous-espace vectoriel de E.

» u € F' si et seulement si u est orthogonal aux
vecteurs d'une base de F.

¢ Si F est de dimension finie, E = F ® FL.

* Si E est de plus un espace euclidien, (F l)l =Fet:

dim F* = dim(E)— dim(F)

— Corollaire : Inégalité de Bessel
Soient (ey, ..., e,) une famille orthonormale de E et

p
x € E. Alors » (xle;)? <||x][%.

i=1
Iy a égalité si et seulement si x € Vect(ey, ..., e,).

— Projection orthogonale et distance

Dans toute cette partie, F est supposée de dimension finie.
OnaE=FeF"

— Définition
On appelle projection orthogonale sur F la projec-
tion sur F parallelement a F*.

— Théoreme
On note p la projection orthogonale sur F.

¢ p(x)est entiéerement caractérisé par :
p(x)eF et x—p(x)eF*t
* Si(ey,..., e,) estune base orthonormale de F alors

p(x)=(xle)er +---+(xley)e,

— Définition
Soit x € E. On appelle distance de x a F le réel

d(x, F)= inf|lx —ul

Théoreme
Soit x € E. d(x, F)=||x—p(x)| ot p estla projection
orthogonale sur F.




Espaces vectoriels normés et topologie

Soit E un K-espace vectoriel.

Norme et distance

— Définition : Norme sur un espace vectoriel
Une norme est une application N : E — R, vérifiant:
e Vx€eE,Nx)=0< x=0g
e VAeK,Vx€E, N(Ax)=|A|-N(x)
e Vx,y€E,N(x+y)<N(x)+N(y)

(E, N) est un espace vectoriel normé.

(E,||- 1) désigne désormais un K-espace vectoriel normé.

Une norme sur E vérifie 'inégalité triangulaire étendue :
Yo,y B, |lxll—lyl|<llx+ylI<lxl+lyl

Exemples de normes a connaitre :
e Normes sur K” —pour x =(xy,..., x,) € K",

n
lxlly=>"1xil; llxll=
i=1

e Normes sur 6([a, b],K)-pour f € ¢([a, b],K),

n

-2 - = .
Zl|xl|, Ixlco = max |xi
1=

b b
I|f||1=f LFs fll= Jlflz; Ilflloo=8111p|f|

¢ Norme euclidienne : si (E,(-|-)) est un espace préhilber-
tien réel, alors x — +/(x|x) définit une norme sur E.

¢ Norme produit : si (E;, N;) sont p espaces vectoriels, on
peut munir E; x --- X E,, de la norme définie par :

Vx=(x,...,x,) € Ey x+--x E,, N(x)= sup Nj(x;)

1<i<p

— Définition : Distance associée a une norme

On appelle distance associée a || - || 'application :

d:|ExE — R,
(x,y) — llx—=yll

— Proposition
Une distance d associée a une norme || - || vérifie :
* V(x,y)€ E? d(x,y)=d(y,x)
* V(x,y)€E? d(x,y)=0c=x=y
* Y(x,y,2)€E3 d(x,y)<d(x,2)+d(z,y)

* laboule ouverte de centre a € E et de rayon r > 0 est
B(a,r)={x<E|||lx—all<r}

* laboule fermée de centre a € E et de rayon r > 0 est
B(a,r)={x€E||lx—al <r}

* lasphére de centre a € E et de rayon r > 0 est

S(a,r)={x€E|||lx—all=r1}

Une partie A est bornée si, et seulement si,

dM >0, VxeA, |x||$sM

Comparaison de normes

Soient N et N’ deux normes définies sur E.

— Proposition
Toute suite convergeant au sens de N converge aussi
au sens de N’ si, et seulement s'il existe a > 0 tel que
pour tout x € E, N'(x) < aN(x).

— Définition : Normes équivalentes
N et N’ sont équivalentes s'il existe a, 8 > 0 tels que :

VxeE, aN(x)<N'(x)<BN(x)

L'équivalence des normes est une relation d’équivalence.

Théoreme : Equivalence des normes

En dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes.

Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes,
il suffit de construire une suite de vecteurs telle que
N(u,) < aN’(u,) estimpossible, en passant a la limite.

Notions générales de topologie
— Voisinages, ouverts et fermés
Soit A une partiede E et x € E.

— Définition : Voisinage, ouvert, fermé

* A est un voisinage de x s'il existe r > 0 tel que
B(x,r)C A.

e Aestunouvertde E si:
VYxeA, 3Ir>0, B(x,r)cA

e A est un fermé de E si son complémentaire
A°=E \ Aestun ouvert.

@ et E sont des parties ouvertes et fermées de E.
¢ Toute réunion d’ouverts est un ouvert, toute intersec-
tion finie d’ouverts est un ouvert.

¢ Toute réunion finie de fermés est un fermé, toute inter-
section de fermés est un fermé.

Théoreme : Caractérisation séquentielle

A est une partie fermée de E si et seulement si la
limite de toute suite convergente de A est dans A.

Deux normes équivalentes définissent sur un espace la
méme topologie : les parties ouvertes et les parties fer-
meées sont les mémes pour 'une comme pour I'autre.



— Intérieur, adhérence et frontiére

Définition : Point intérieur, point adhérent
¢ x est un point intérieur a A s’il existe r > 0 tel
que B(x,r)c A.

* x est un point adhérent a A si pour tout r >0,
B(x,r)NA#®.

77N
1
\ 9 )

X; est un point extérieur ‘

X7

' Xy~ g
TP ANE2)
X, est un point intérieur ‘ =

— Définition : Intérieur, adhérence et frontiere

* Lintérieur de A est I'ensemble A des points in-
térieurs a A.

 Ladhérence de A est 'ensemble A des points
adhérents a A.

« La frontiere de A est 'ensemble Fr(A)= A4\ A.

e ACACA.

e Lintérieur de A est la réunion de tous les ouverts inclus
dans A, c’est méme le plus grand ouvert de A.

e L'adhérence de A est I'intersection de tous les fermés

contenant A, c’est le plus petit des fermés contenant A.

— Proposition : Caractérisation séquentielle

Un point x de E est adhérent a A si et seulement s’il
existe une suite d’éléments de A convergeant vers x.

a€eA < Vr>0, Bla,r)NA#@

= 3J(x,)eAY, x,

a
n—+00

< d(a,A)=0

Si A estune partie bornée et non vide de R, sup(A) et inf(A)
appartiennent a A.

Définition
Soient A et B deux parties de E.

e Ondit que Aestdensedans E si A=E.

 Ondit que A est dense dans B si B C A.

De facon équivalente, A est dense dans B si et seulement
sil'une des assertions suivantes est vérifiée :

¢ tout élément de B est limite d'une suite de A.

e pout tout x € B, il existe r > 0 tel que B(x,r)NA# D

Continuité dans un espace vectoriel normé

Soient f : E — F, ou E et F désignent des espaces vecto-
riels munis des normes || - ||z et || - ||z, et AC E.

— Limites

Définition
f admet comme limite b € F en a € A si,

Ve>0, da>0, VxeA,
lx—allg<a = |f(x)-bllr<e

}EE;f(x): b < Ve>0,3a>0, f(B(a,a))c B(b,¢)
< YVev¥b),Ue¥(a) f(UCcCV

— Continuité

f est continue en a € Assi f(x)— f(a).
X—a

Les opérations classiques sur les limites nous permettent

de montrer que :

¢ I'ensemble % (A, F) des fonctions continues sur A est
un espace vectoriel.

¢ 'ensemble 6(A, K) des fonctions continues sur A et a
valeurs dans K est une K-algebre (le produit de deux
fonctions continues est en particulier continu).

* si f:A— F etg:B— G sont continues avec f(A)C B,
alors g o f est continue sur A.

— Proposition : Caractérisation séquentielle
f est continue en a € A si pour toute suite (x,,),cn

d’éléments de A convergeant vers a, (f(x,))
converge dans F. Dans ce cas,

neN

lim_f(x)= £ lim_x,)=f(a)

n—+0Q

Deux applications continues qui coincident sur une partie
dense de E sont égales.

Applications lipschitziennes

Définition

f estdite lipschitzienne de rapport K > 0si:

Vx,y€E, [If(x)=fWllr<K-llx=yllg

Pour f :R—K, lien avec les accroissements finis.

Proposition
rToute fonction lipschitzienne est continue.

x—||lx||etx—d(x,A)= in£||x — a|| sont continues.
aec.



Caractérisations topologiques de la continuité
SiXCFetf:E—F,

[T X)={x€E|f(x)eX}CE
Ac f7Y(X)siet seulementsi f(A) C X.

— Théoréme : Image réciproque et continuité
Une application de E dans F est continue si et seule-
ment si'une des deux assertions suivantes est vraie :
¢ Limage réciproque de tout ouvert de F est un ou-
vertde E.

* Limage réciproque de tout fermé de F est un
fermé de E.

Par exemple, si f : E — R est continue,
{xe€E, f(x)>0}= f_l(Rj) est ouvert ;

{x€E, f(x)=0}et{x €E, f(x)=0} sont fermés.

— Applications linéaires

La continuité d'une application linéaire se raméne par
linéarité a sa continuité en 0.

Théoréme : Continuité d’'une application linéaire

L'application linéaire u € £(E, F) est continue si, et
seulement s’il existe C > 0 tel que,

VxeE, |lux)llr<Clxllg

Pour justifier la continuité d'une application linéaire,

* on peut invoquer un argument de dimension :

Théoréme

Si E est de dimension finie, toute application li-
néaire de E dans F est continue.

* on peut majorer ||u(x)|| afin de trouver C tel que pour
tout x € E, ||u(x)|| < C||x]|.

Pour justifier la non-continuité, on peut chercher une
suite (x,,),en tel que pour tout n €N, ||u(x,)|| > || x,]|.

Tout noyau d’application linéaire en dimension finie est
fermé et plus généralement :

Théoréeme

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d'un
espace normé est fermé.

— Applications polynomiales et multilinéaires

Théoréeme : Continuité d'une application multilinéaire

L'application multilinéaire u de E; x --- x E,, dans F
est continue si, et seulement s'il existe C > 0 tel que,

Vx e E x:-xEy,, |[u(x)lp<C-llxillgxx[lxnllg,

¢ toute application polynomiale définie sur un espace
vectoriel normé de dimension finie est continue.

¢ toute application multilinéaire définie sur E; x--- x E,
supposé de dimension finie est continue.

Corollaire : Théoréme des bornes atteintes

Si f est une application continue sur un compact et
avaleurs dans R, f est bornée et atteint ses bornes.




Fonctions d’une variable réelle

ATexception de la derniére partie, on ne considére que
des fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs
dans R.

Continuité

— Continuité en un point, sur un intervalle

f estcontinue en xy € I si lim f(x)= f(x,),i.e.si:
X— Xy

Ve>0,In>0,Vxel, |x—x5|<n=>|f(x)—f(xo)l <&
f estcontinue sur I si f est continue en tout point de /.

La somme, le produit et la composée de fonctions conti-
nues sont continues.

Théoréme : Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f continue sur I avec a, b € I vérifiant a < b.
Alors pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il
existe x €[a, b] tel que y = f(x).

Limage d'un intervalle par une fonction continue est un
intervalle. (TVI bis)

Une fonction continue qui change de signe sur I s’annule
(au moins une fois) sur I.
Théoreme : Théoréme des bornes atteintes

Toute fonction continue sur un segment est bornée
et atteint ses bornes.

Limage d'un segment par une fonction continue est un
segment.

On remarquera qu'en général, f ([a, b]) #[f(a), f(D)].

Théoreme : Théoreme de la bijection

Si f est continue et strictement monotone sur [ alors
f réalise une bijection de I sur l'intervalle J = f(I).
De plus, la bijection réciproque f~': J — I est conti-
nue et de méme monotonie que f.

Le graphe de f~! est symétrique a celui de f par rapport
a la premiere bissectrice.

— Fonctions circulaires réciproques

y = arcsin(z)

vl

-
-
z y = sin(x)

Représentation de la fonction arcsin

La fonction arcsin est définie et continue sur [—1,1] et a
valeurs dans [—%, %] Elle est dérivable sur |—1, 1].

Vx€[-1,1], sin(arcsin(x))=x
T L
Vxe [——, —], arcsin(sin(x))=x
22
La fonction arcsin est enfin impaire :

Vxe€[-1,1] arcsin(—x)=—arcsin(x)

47

y = arccos(x)

(ME]

Q Y= cos(z)
N\
| AN

i ~— i
-1 i \2\ 3

Représentation de la fonction arccos

La fonction arccos est définie et continue sur [—1,1] et a
valeurs dans [0, 7r]. Elle est dérivable sur | —1, 1].

Vxe[-1,1], cos(arccos(x))=x
Vxe€[0,m], arccos(cos(x))=x

La fonction arccos vérifie enfin :

Vxe€[-1,1], arccos(—x)=m—arccos(x)

I

Il y = tan(x)

Représentation de la fonction arctan

La fonction arctan est définie et continue sur R et a valeurs
dans |-Z, Z[. Elle est dérivable sur R.

Vx €R, tan(arctan(x))=x

T
Vxe ]——, —[, arctan(tan(x))= x
22
La fonction arctan est impaire et vérifie :

1
Vx eR*, arctan(x)+ arctan(;) =sgn(x)-

N



Dérivabilité
f(x)—f(xo)

f est dérivable en x; € I si
X — Xy

possede une li-

mite finie en x;.

Théoreme
rSi f est dérivable en x,, alors f est continue en x;.

f est dérivable en x, si et seulement si,
f(x0+h = f Xo)+ h f'(xy)+0(h)

La somme, le prodult et la composée de fonctions déri-

vable sont dérivables.

f ) 8f' —rg ot
= v (gofy=f"(g°f)

(g g?

— Théoréme : Dérivabilité de la bijection réciproque -
Soit f une fonction continue et strictement mono-
tone sur l'intervalle I et f~! sa bijection réciproque.
Si f est dérivable en x; et si f/(x,) # 0 alors f~! est
dérivable en y, = f(x,) et

1 1

-1/ _ —
R PSRN ZT=Ie)

Dérivées des fonctions circulaires réciproques :

—1 1
Vx €]—1,1[, arccos’(x)= ; arcsin’(x) = ;
171G arecos ()= Ta— s aresin (0= 77—
1
Vx R, arctan’(x)=
(x) 1+ x2

— Théoreme : Limite de la dérivée

Soit f une fonction continue sur I et dérivable sur
I\ {x}. Si f’(x) admet une limite £ €R en x,,

e f est dérivable en x; et f'(xy)={;

¢ f’est de plus continue en x;.

— Théoréme : Formule de Leibniz

Soient f et g deux fonctions de classe 6" sur I. Alors,
f g est également de classe 6" sur I et

(rg)" =i(’;)f(“g("—k).

k=0

— Théoréme : Théoreme de Rolle

Si f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b et si
f(a)=f(b) alors il existe x €]a, b[ tel que f'(x)=0.

— Théoréeme : Formule des accroissements finis

Si f estcontinue sur[a, b] et dérivable sur ]a, b[ alors
il existe c €]a, b tel que :

fb)=fla)=f"(c)b—a)

Si|f’| est majorée par un réel M sur I, on a alors (inégalité
des accroissements finis) :

Vx,yel, |f(y)=f(x)I<SMlx—y|
Application aI’étude des suites du type u, . = f(u,).

Formules de Taylor

Soient f une fonction de classe €' sur I eta,b € I.

¢ Formule de Taylor avec reste intégral

n b n
f(b)zz(b_a)kf(k)(a)"'j %f(nﬂ)mdt

e k!

¢ Inégalité de Taylor-Lagrange

n (b—a)k ") |b—6l|n+1
‘f(b)—; QI
ot M =sup |+,

la,b]
¢ Formule de Taylor-Young

n b— k
f(b)=2( 9 09(a)-+ ol(h —a)")

!
e k!

Ces formules sont utiles pour déterminer un développe-
ment limité, pour justifier 'existence d’'un développement
en série entiere, etc.

Développements limités et relations de com-
paraison

Soient f, g : I — R avec g ne s'annulant pas au voisinage
de x,, sauf éventuellement en x,. On dit que :

e f et g sont équivalentes au voisinage de x; si:

o
g(x) x—x ! [

X—Xo

notation: f(x) ~ g(x)]
¢ f estnégligeable devant g au voisinage de x; si:

% 0 [notation Hf(x) =, olg(x)

¢ f estdominée par g au voisinage de x; si:

‘@
(

) est bornée [notation o f (x)):x O(g(x))

Proposition : Lien entre ~ et o
’7f(X) D8 = fx) = g(x)+o(g(x)

— Définition : Développement limité
On dit qu'une fonction f admet un développe-
ment limité a I'ordre n au voisinage de x, s’il existe
ag,...,a, €Rtelsque:
f(x) = agta(x—xo)++a,(x—xp)"+o((x—x0)")

X—Xg

A connaitre : Opérations usuelles sur les développe-
ments limités, intégration terme a terme (sans oublier
la constante d’'intégration), utilisation de la formule de
Taylor-Young...



X _ x_ n
e = T +o(x")
n x2k
Ccosx = (—=1)* =— +o(x*")
—»okzz[; (2k)!
n K 2k+1 -~
smxx:ozo(—l) ) +o(x )
n 2k ,
— n
chx = (2k)'+0(x )

1 n
o
1—x x kO

1+xx—>02( Dfx* +o(x™)

k
In(1+ x) =OZ(—1)’C+1% +o(x™)

x*+o(x")

X—
n
a al@—1)---(a—k+1) , .
1+x) x:01+; T x“+o(x")
K3
tanx = x4+ — +o(x?)
x—0 3

Développements limités usuels

Fonctions convexes
— Généralités

— Définition : Fonction convexe, fonction concave —

Une fonction f est convexe sur I'intervalle I de R si
pour tout (x, y) € I? et tout A€[0,1]:

FA=Dx+2y)<A=VfO)+Af(y)

Une application f est dite concave lorsque —f est
convexe.

=<} - -

Une fonction est convexe si et seulement si son graphe
est au-dessous de toutes ses cordes.

Proposition

Une fonction est convexe si et seulement si son épi-

graphe est une partie convexe de R?.

Théoréme : Croissance de la pente

Soit f: I — R. f est convexe si et seulement si pour

f(6)—f(x)

toutxel, t—

est croissante sur I \ {x}.

— Proposition : Inégalité de Jensen

Soit f : I — R une fonction convexe.
Pour tous x;,...,x, €I et A4,..., A, des réels positifs
de somme 1. Alors,

f (i%xi) < Zn:/lif(xi)
im1 im1

— Caractérisations géométriques

— Définition
Soit f : I — R. On appelle épigraphe de f 'ensemble
des points du plan situés au-dessus du graphe de f.
Autrement dit,

E={(x,y)eR?*| y > f(x)}

f(x)
f(y)

f(z)

— Corollaire : Inégalité des pentes

vérifiant x < z < y. Alors,

f@)=fx) fO)—flx

Soient f : I — R une fonction convexe et x, y,z € I

W= /@@)

z—Xx y—x

y—z




— Caractérisation par la dérivée

La croissance de la dérivée permet d’établir facilement la
convexité d'une fonction dérivable.

— Théoreme

Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle I. Alors,
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f estconvexe
(ii) f’ estcroissante

(iii) le graphe de f est au-dessus de toutes ses tan-
gentes

— Corollaire

Soit f une fonction deux fois dérivable sur I'inter-
valle I. Alors f est convexe (resp. concave) si et seule-
mentsi f” >0 (resp. f” <0).

Fonctions vectorielles

On appelle fonction vectorielle d'une variable réelle toute
fonction définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans un
espace vectoriel normé E de dimension finie. Si E =RP”,
une telle fonction sera de la forme :

f:|I — R
t— (fie),..., f,(2))

Les fonctions numériques f; : I — R pouri €{1,...,p}
sont appelées fonctions composantes ou fonctions coor-
données de f. Si E est muni d'une base 8 = (el,...,ep),
on peut toujours écrire f = fie; +---+ f, ep.

Soit f: I cR— E , ou E est de dimension p.

— Dérivabilité d’'une fonction vectorielle

t)—f(t
f estdérivable en ty € I si }im M

existe. Alors,
—1l r— t()

f@0) =, flao)+(1=10)- f'(to)+0(t —15)

La dérivabilité de f équivaut a celle de ses fonctions com-
posantes. De plus,

¢ Toute combinaison linéaire de fonctions dérivables est
dérivable.

* Toute composée de fonctions dérivables est dérivable.

*Sif:I — Fetg:I — G sont dérivables sur I et
B: F x G — E estbilinéaire, B(f, g) est dérivable et :

B(f,gY =B(f’,8)+B(f.g")

Application classique : dérivation d'un produit scalaire ou
d’un produit vectoriel.

Lapplication f est dite de classe 6* sur I si elle est déri-
vable k fois sur I et si sa dérivée k-ieme, notée f*), est
continue sur I.




Intégration sur un segment

— Construction et propriétés

On définit I'intégrale en approchant sur le segment [a, b]
toute fonction continue par morceaux par une suite de
de fonctibons en escalier.

Ainsi, f f existe pour toute fonction f € 6pn([a, b];K).
a

Propriétés de l'intégrale : (f, g € 6pm([a, b} K) et A €K)

b b b
. Linéarité:j )kf+g=/lf f+f g

b c b
RelationdeChasles:f f=j f+f f (c€la,b)

e Positivité: f =0 =>f f =20 (seulementpoura < b)
* Croissance: f < g :>f f (idem)

e Inégalité triangulaire : j f <j |f| (idem)
a a

Théoreme
Soit f une fonction positive et continue sur [a, b].

j f =0<= f estidentiquement nulle sur [a, b].

— Primitives

Une primitive d'une fonction continue f sur un inter-
valle I est une fonction F dérivable sur I telle que F' = f.

— Théoréeme
Soient f : I — Rcontinue surl'intervalle [ eta, b € 1.

X
X — f f(t)dt est une primitive de f sur I.

Si F estune primitive de f,f f(t)dt =F(b)—F(a).

Toutes les primitives sur un méme intervalle sont égales a
une constante pres.

— Recherche de primitives

Il existe de nombreuses facons de calculer des primitives.

e Reconnaissance de formes usuelles. Ex. : f/f* se «pri-
a+1

mitive » en
a+1

siaZ—1,enln|f|sia=-1.

* Intégration par parties
Si f et g sont de classe 6! sur [a, b],

ffg [rg], —f rg

Calcul intégral

¢ Changement de variables
Sif:] —Restcontinueety:[a,b]— J declasse €1,

¢(b) b
j f(t)dt=f flp(w)y¢’(u)du
»(a) a

¢ Fractions rationnelles )
Intégration directe lorsqu’elles sont du type W
x—a

Sinon, on décompose en éléments simples.

L. 1 X
se primitive en x — — arctan (—)
x2+a? a a

¢ Fractions rationnelles en exp : on pose u =e~*.

¢ Produit d'un polynéme par une exponentielle
On effectue des intégrations par parties successives jus-
qu’a éliminer le polynéme.

¢ Produit d'un polyndéme trigonométrique par une expo-
nentielle : on passe en complexe.

— Calcul approché d’'intégrales

La méthode des rectangles (ici «a gauche») est a connaitre.

— Théoréme : Sommes de Riemann

Soit f une fonction continue (p.m) sur [a, b]. Alors,

n—1 b
b;aZf(aJrib;a)mJ f(e)dr
i=0 a

Poura=0et b =1, on trouve :

%gf(g)mff(r)dr

Intégrales généralisées

I désigne désormais un intervalle quelconque de R

— Définition

— Définition
Soit f :[a, b[— K continue, avec b € R ou b =+00.

Si j f admet une limite finie lorsque x — b, on

dit que I'intégrale converge et on note f f lalimite.

Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale impropre di-
verge.

Il y a deux types d’intégrales impropres : I'intégrale de
fonctions non bornées sur un intervalle borné (x — In x
sur ]0, 1]) et celle de fonctions continues sur un intervalle
non borné (x — e~* sur [0, +00]).

On peut étendre la définition précédente au cas ]a, b]avec
a € R ou a =—o0. Pour un intervalle de la forme ]a, b[ on
découpe l'intégrale en deux.



— Etude de la nature d’une intégrale

On peut quelquefois calculer une primitive et passer a la
limite pour prouver la convergence/divergence.

+00 1 1 1
f —dtCVssia>1; f —dtCVssia<l1;
1 e o ¢

+00 1
f e % dtrCVssia>0; f Int dt CV.
0 0

Si f :[a, b[— K est continue sur [a, b[ et prolongeable par
b

continuité en b (attention, b # oo!), f f converge.
a

b b
f f :f f ot f est le prolongement continu de f
a a

Théoréme : Divergence grossiére a I'infini

Soit f :[a,+oo[— R continue par morceaux. Si f ad-
+00

met une limite £ # 0 en +00, f(t)dt diverge.

a

Contrairement aux séries, on ne peut rien dire lorsque la
limite n’existe pas.
— Intégrales de fonctions positives

On dispose de plusieurs méthodes lorsque la fonction est
positive (ou tout du moins de signe constant).

— Théoréme : Regle de majoration

Soient f,g : I — R deux fonctions continues p.m.
sur I telles que 0 < f < g. Alors,

@ J g converge — f f converge.
1

I
Dans ce cas, f f <fg
1 1

(i) j f diverge = f g diverge.
1 1

— Théoréme : Regle des équivalents

Soient f, g :[a, b[— R deux fonctions continues p.m.
sur I, de signe constant au voisinage de b, telles que

f(e) ~ g(t). Alors,

b
f fet f g sont de méme nature.
a a

— Théoréme : Comparaison séries/intégrales

Soit f une application continue par morceaux, posi-
tive et décroissante sur [a,+09[. Alors,

> f(n)et f f(t)dt sont de méme nature.

Des encadrements séries-intégrales permettent en outre
d’obtenir des équivalents de sommes et d’intégrales.

— Théoreme : Regle du petit o et du grand O

Soient f, g :[a, b[— R. On suppose g continue, po-
sitive et d’'intégrale convergente sur [a, b|.

esif = o(g) alors fab f converge (absolument);

esif = O(g) alors f: f converge (absolument).

Ainsi, g intégrable = f intégrable (cf. ci-dessous).

1
Application a f (¢ )[ +ooo(ﬁ) avec a > 1.

— Calcul intégral

On se placera sur un segment avant d’utiliser une intégra-
tion par parties, quitte a passer a la limite.

— Théoreéeme : Changement de variable

Soient f :]a, b[— K continue et ¢ :]a, f[—]a, b[ une
bijection strictement croissante de classe 6.

B
j f(z) dr et j flo(u)¢’(u) du sont de méme

a a
nature et en cas de convergence, elles sont égales.

Idem pour g strictement décroissante (aux bornes pres).

— Convergence absolue et fonctions intégrables

— Définition
Soit f : [a, b[— R continue p.m. sur [a, b|.
b

On dit que f f est absolument convergente

a

b
lorsque f |f| converge.
a

— Théoréeme : CV absolue — CV

Une intégrale absolument convergente converge.

sm
f dl’ est semi- convergente.

Définition
Une fonction f : I — K continue p.m. sur I est dite

intégrable si J f est absolument convergente.
I

Les propriétés de linéarité, positivité, croissance, relation
de Chasles et inégalité triangulaire se vérifient encore pour
des fonction intégrables sur un intervalle quelconque.

Théoréme
Lensemble L'(I,K) N %6(I,K) des fonctions inté-

grables et continues sur I munide || ||; : f — f |f]
I

est un espace vectoriel normé.

Ce résultat est faux pour des fonctions seulement suppo-
sées continues par morceaux.



Théorémes de Lebesgue
— Convergence dominée

— Théoréme : Convergence dominée

Soit (f;,) une suite de fonctions définies sur un inter-
valle I de R, a valeurs dans K. On suppose que :

e Pourtout n €N, f,, est continue (p.m.) sur I.

¢ Lasuite (f,) converge simplement sur [ vers une
fonction continue par morceaux f.

¢ Ilexiste ¢ : I — R, intégrable sur I vérifiant :

VneN, |f,l<¢ (hypothése de domination)

Alors, les fonctions f et f,, sont intégrables sur I et,

— Théoreéme : Intégration terme a terme

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un inter-
valle I de R, a valeurs dans K. On suppose que :

* Pour tout n €N, f,, est continue (p.m.) sur /.

o La série Y f,, converge simplement sur I vers
une fonction continue par morceaux.

o Lasérie ). f : |f,.| converge. (Aavaleur abs.)

+00
Alors, Z [ estintégrable sur [ et

n=0
z.o(f Ju(x) dx) :f (ffn(x)) dx
n=0 1 I \n=0

lim f fulx)dx = f flx)dx
I I

— Théoréme : Convergence dominée (extension) —

Soit (fy)er une famille de fonctions définies sur J a
valeurs dans K. Soit également x, un point adhérent
a I (ou bien xy =+00). On suppose que :

¢ Pour tout x € I, f, est continue (p.m) sur J.
e Pourtout t € J, fi(t)—— f(t) ou f est une fonc-
X— Xy
tion continue par morceaux sur J.

* Jlexiste ¢ : ] = R, intégrable sur J telle que pour
tous (x, 1) € I x J, | f(1) < p(1).

Alors, les fonctions f; et f sont intégrables sur J et

limffx(t)dt:f f(t)dt
TRy J

— Intégration terme a terme

Pour des fonctions f, : I — K positives,

ZU fn(x)dsz f (an(x)) dx
n=0 I I \n=0

Cette égalité a lieu dans [0, +00].

Intégrales a parametre

On note I et J deux intervalles de R et on considere :
g:xaj f(x,t)dtavec f:I1x ] —>R
7

Déterminer le domaine de définition de g revient a étudier
pour chaque x € I 'existence d'une intégrale.

— Continuité d’'une intégrale a parameétre

— Théoreme : Continuité sous le signe f

Si une fonction f : I x J] — K vérifie :

e Pourtout t € J, x — f(x, t) est continue sur [.

e Pourttx €1, t — f(x,t)est continue p.m. sur J.

* Ilexiste ¢ : ] = R, intégrable sur J telle que:
Y, )eIx ], |f(x 0l<e(r)

Alors, x — J f(x,t)dt est définie et continue sur I.
J

L'hypothése de domination peut simplement étre vérifiée
sur tout segment K inclus dans I, c’est-a-dire :

Vix,0)e K xJ, |f(x, 1)< pk(t)

La continuité de g sur tout K assure sa continuité sur /.
Si J =[a, b] est un segment et f est continue sur I x[a, b],
la domination sur tout segment est toujours vérifiée.

— Dérivabilité d’'une intégrale a parameétre

— Théoréme : Théoréme de Leibniz
Si une fonction f : I x ] — K vérifie :
e Pourtout t € J, x — f(x, t) est de classe € sur I.

e Pour tout x € I, t — f(x,t) est intégrable et
7
t— %(x, t) est continue (p.m.) sur J.

 Jlexiste ¢ : ] — R, intégrable sur J telle que:

f
a(xr t)

Alors, g: x —»f f(x,t)dt est de classe 6! sur I et
J

Y(x,t)elx], < o(t)

= | 2f
Vxel, g(x)—J]ax(x,t)dt




On peut la encore se contenter d'une domination sur tout
segment inclus dans I. Lhypothese de domination est
toujours vérifiée lorsque J est un segment.

Extension aux fonctions de classe 6 * : on opére en plu-
sieurs fois sur f’, f”, ...ou bien on raisonne par récur-
rence. On peut également appliquer directement :

— Théoréeme : Théoréeme de Leibniz — version 6"

Siune fonction f : I x ] — K vérifie :

e Pourtoutt € J, x — f(x,t)estdeclasse 6" surI.
k

e Pourtous k€[0,n—1]etxel, t — ﬂ(x, t) est
X

n

intégrable sur J et t — (x, t) continue (p.m.).

oxn
e Ilexiste ¢, : ] = R, intégrable sur J telle que:
onf
yr)elx], )| <@t
Vx, t)elx ] ‘axn(x )| < alt)

Alors, g : x HJ‘ f(x,t)dt estde classe 6" sur I et
J

orf
() —
Vxel, g'"(x) J;axn(x,t)dt

Ces hypotheéses sont a savoir retrouver.




Probabilités discretes

Dénombrement

Soient Q2 un ensemble a n éléments et p €0, n].

— Définition
¢ Un p-uplet ou une p-liste de Q2 est une famille de p
éléments de Q.

¢ Unarrangement de p éléments de 2 estun p-uplet
constitué d’éléments de (2 distincts.

¢ Une permutation de 2 est un arrangement de Q2
a n éléments.

¢ Une combinaison de p éléments de (2 est un sous-
ensemble de (2 contenant p éléments.

On modélise les tirages successifs avec remise a I'aide de
listes, les tirages successifs sans remise avec des arrange-
ments et les tirages simultanés avec des combinaisons.

— Théoréme

e Jlyan” p-listes de .
|

n
¢ Jlya ——— arrangements de p éléments de Q.

(n—p)

* Ilya n!permutations de €.

e Illya (Z) combinaisons de p éléments de Q.

e -0
A7)
S S

Probabilités discretes

— Tribus et probabilités

— Définition : Tribu
Une tribu sur €2 est une partie .o/ de 2 (£2) qui vérifie :
() Qe.o;
(i) SiA€.of alors A€ .o

+00
(iii) Si (Ay)yen € /N, alors | J A, €.o/
n=0

La donnée d’'un univers 2 (au plus dénombrable ou non)
et d'une tribu ./ définit un espace probabilisable (£2,.</);
tout élément de .¢f est appelé événement de (2.

Soit (£2, ./ ) un espace probabilisable.

— Définition : Systéme complet d’événements

On appelle systeme complet d’événements toute
famille finie ou dénombrable (4;);c; d’événements
telle que :

(i) Pourtous i et j distincts, A;NA; =@;
i | Jai=a.

iel

— Définition : Probabilité

On appelle probabilité sur (9, ./ ) toute application
P:.o/ —[0,1] vérifiant :

. P(Q)=1

* Pourtoutesuite(A,),cy d événements deux a deux
incompatibles,

+00 +oo
P ( U A,,) = Z P(A,) (o -additivité)
n=0 n=0

Le triplet (2, .</, P) est appelé espace probabilisé.

Une probabilité est une application qui opére sur les évé-
nements. La o -additivité assure la convergence des séries
manipulées.

— Proposition
Soient (2, .</, P) un espace probabilisé et A, B € .«f.
e P(@)=0etP(A)=1—P(A).
¢ Si Ac B alors P(A) < P(B).
e P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

— Définition
Soient (€2, .</,P) un espace probabilisé et A€ .¢/.
(i) SiP(A)=0,'événement A est dit négligeable
ou quasi-impossible.
(i) SiP(A)=1,1'événement A est dit presque sar
ou quasi-certain.

— Distribution de probabilités

On appelle distribution de probabilités discrete sur Q
toute famille de réels positifs indexée par 2 et de somme
égaleal.

— Théoréeme
Soit 2 un ensemble au plus dénombrable.
e Soit P une probabilité définie sur (2, 2(9)). On
pose, pour tout w € Q, p, = P{w}). Alors,
(Pw)wen est une distribution de probabilités.

* Si(py)wen est une distribution de probabilités,
il existe une unique probabilité P définie sur
(Q, 22(9)) telle que pour tout w €12, p, =P({w}).

Dans le cas fini, on appelle probabilité uniforme sur
Q l'unique probabilité qui prend la méme valeur pour
chaque événement élémentaire.



— Propriétés

— Proposition : Continuité croissante

Si(A},),en €st une suite croissante d’événements (au
sens de I'inclusion), alors :

+00

De méme, si(4,,),cy est une suite décroissante d’événe-

+00
ments (au sens de l'inclusion), P ( q An) = n1_1£r11c><J P(A,).
n=|

Ainsi, pour toute suite d’événements (4,,), ey,

p +00
Jim #(a,)-#(Ua,)

14 +00
Jim (2. )=#( ()

— Proposition : Sous-additivité

* Si(A,...,A,;)est une famille d’événements, alors :
n n
P (U Ak) < ZP(Ak)
k=0 k=0

* Si(A,),ey €st une suite d’événements et si la série
> P(A,,) converge, alors :

P(UA,,) < fP(A,,)
n=0 n=0

— Conditionnement et indépendance

— Théoréme / Définition : Probabilité conditionnelle
Soit A un événement tel que P(A) # 0. Lapplication

PA: o — R
P(AN B)

P(A)

est une probabilité sur Q2. On I'appelle probabilité
conditionnelle relative a A (ou sachant A).

En tant que probabilité, P, vérifie toutes les propriétés
énoncées précédemment.

— Théoréme : Formule des probabilités composées —

Soient n = 2 et (A}, A,,..., A,) une famille d’événe-
ments telle que P(A;N---NA,_;)#0. Alors,

P(A;N--NA,)=P(A)Py (A) X X Py,  (A)

— Théoréme : Formule des probabilités totales
Soit (A,),ey Un systeme complet d’événements.
Pour tout événement B, la série de terme général
P(BNA,) est convergente et :

P(B)=> P(BNA,)= > P(B|A,)P(4,)
n=0 n=0

— Théoréme : Formule de Bayes
Soient A et B deux événements,

P(A)

P(A|B)= PB)

x P(B|A)

— Définition : Indépendance
¢ Deux événements A et B sont dits indépendants
siP(AN B)=P(A)-P(B).

¢ Soit (A;);c; une famille d’événements. Ces événe-
ments sont dits (mutuellement) indépendants si
pour toute partie finie J C I,

P(ﬂAj)zl_[P(Aj)

jeJ jeJ

Lindépendance mutuelle d’'une famille d’événements im-
plique qu’ils sont deux a deux indépendants mais la réci-
proque est fausse.

Variables aléatoires discretes

Soient (2, .</,P) un espace probabilisé et E un ensemble
quelconque (souvent R ou C).
Définition : Variable aléatoire discrete

On appelle variable aléatoire réelle discréte toute
application X : Q — E telle que:

¢ X(92) est un ensemble fini ou dénombrable;
e Pourtout x € X(Q), (X =x)=X"1({x} € «.

X désigne désormais une variable aléatoire discreéte.
X Q)={x, | neN}
Pour tout A C X(9), (X € A) € ./ ; 1a famille (X = x,,)),;en

est un systéme complet d’événements.

— Loi d’'une variable aléatoire

Définition : Loi d’'une variable aléatoire

On appelle loi de probabilité de X I'application :

Py :|2(X() — R
A — P(X € A)

Py est une probabilité sur X(12).
Laloide X est entierement déterminée par la distribution
de probabilités (P(X = x))yex(q)-
Notations usuelles :
¢ Si X suitlaloi de probabilité & : X ~ & ;
¢ Si X et Y suiventlamémeloi: X ~ Y.

Si X estavaleursdans E et f : E — F, alors f(X) est une
variable aléatoire, de loi donnée par :

VAC f(X(Q), Prx(4)=P(f(X)eA)= > P(X=x)

xeX(Q)
f(x)eA

On généralise aux fonctions de plusieurs variables.
En particulier,

P(X1++Xn=x)= P(Xlle,...,anxn)



— Vecteurs aléatoires discrets

(X, Y) désigne un couple de variables aléatoires discretes.

— Définition : Lois conjointe et marginales

¢ Laloi conjointe de X et de Y estlaloide (X,Y).
Elle est donnée par la distribution de probabilités :

(P(X =x,Y= J’))(x,y)exm)x Y(2)

¢ Leslois marginales de (X, Y) sont cellesde X et Y.

La formule des probabilités totales permet de trouver les
lois marginales a partir de la loi conjointe.

Définition : Lois conditionnelles

* Onappelleloi conditionnelle de X sachant (Y = y)

la loi définie par (P(X =x|Y = y))xeX(Q);

* Onappelleloi conditionnelle de Y sachant (X = x)

laloi définie par (P(Y = y|X = x)) _, -

On étend les définitions suivantes aux n-uplets de va-
riables aléatoires (X, ..., X,,).

— Définition : (Mutuelle) indépendance

Les variables Xj,..., X,, sont dites indépendantes si
pour tout (x1,..., X,) € X7() x -+ x X,,(Q),

n
P(X;=Xp,...,X, = xn):l—[P(Xi - x,)
i=1

Lindépendance se traduit de maniere équivalente par :
pour tout (4y,...,A,) C X;(Q) x---x X,(Q), les événements
(X;€4y),...,(X, € A,) sont mutuellement indépendants.

Lindépendance deux a deux ne garantit pas 'indépen-
dance mutuelle.

Si X et Y sontindépendantes, alors f(X)et g(Y)sontindé-
pendantes. Plus généralement (lemme des coalitions), si
lesvariables Xj, ..., X,, sont mutuellement indépendantes,
f(X,... ,Xp) et g(XpH, ..., X,) sont indépendantes.

— Famille infinie de variables aléatoires

On considere une famille infinie (X;);c; de variables aléa-
toires sur '’espace probabilisé (1, .</, P). Alors,

e les variables X; sont dites indépendantes si pour
toute partie finie J de I, la famille (X;);c; est indé-
pendante.

e siles variables X; suivent de plus toutes la méme loi,
on dira que (X;);c; est une famille de variables indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

— Moments d’'une variable aléatoire

Soit X une v.a.d. sur (€, .</,P) et a valeurs dans C.

— Définition : Espérance
La variable X est dite d’espérance finie si la famille
(xP(X = x))ex(q) est sommable. Dans ce cas, on ap-
pelle espérance de X le nombre complexe :

E(X)= Z xP(X = x)
x€X(Q)

En pratique, pour X(2) = {x, | n € N}, on justifiera la
convergence absolue de Y. x,P(X = x,).

Si X" admet une espérance, on appelle moment d’ordre

r € Nle nombre complexe E(X"). On note L" I'ensemble
des variables aléatoires admettant un moment d’ordre r.

— Théoreme : Théoréme de transfert
Soit f : X(©2) = R. f(X) est d’espérance finie ssi la

famille ( f(x)P(X = x))x ex(o €St sommable. Et alors,

E(f(X)= > f(x)P(X=x)

xeX(Q)

L'espérance est linéaire, positive, croissante et vérifie I'in-
égalité triangulaire. Si | X|< Y et Y € L', alors X € L!.

Si X est a valeurs dans N et d’espérance finie,

E(X)= ZP(X >n)
n=1

Théoreme : Espérance et indépendance

Soient X, Y € L! indépendantes.
Alors, XY € L' et E(XY)=E(X)E(Y).

La réciproque est fausse.

On ne considére désormais que des variables réelles.

— Définition : Variance
Si X € L?, (X —E(X))? est d’espérance finie. On ap-
pelle variance de X et on note V(X) le réel positif :

VX)=E((X—E(X)P)= > (x—EX)PP(X =x)

x€X(Q)

On appelle écart type de X le réel o(X)= 4/ V(X).

— Proposition : Formule de Keenig-Huygens
Si X € L2, V(X) =E(X?)—E(X ).

X24+Y?

Une inégalité importante : | X Y| <

— Définition
Si X,Y € L?, alors (X —E(X))(Y —E(Y)) est d’espé-
rance finie. On appelle covariance de X et Y et on
note cov(X, Y)le réel :

cov(X,Y)=E(X —-EX))(Y—E(Y))

Si cov(X, Y)=0, les variables sont dites décorrélées.



On suppose par la suite que X, Y € L2,

— Théoréme : Formule de Kcenig-Huygens
cov(X,Y)=E(XY)—E(X)-E(Y).

— Proposition
Pour tous a, b €R,

V(aX+bY)=a’V(X)+ b*V(Y)+2abcov(X,Y)

Plus généralement,

V(X1+”'+Xn):ZV(Xi)+2X Z cov(X;, X;)

i=1 1I<i<j<n

n
En cas de décorrélation, V(X; +---+ X,,) = ZV(Xi).
i=1

Cas particulier : V(aX + b) = a?V(X).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : E(X Y)? < E(X)-E(Y).
En particulier, |cov(X, Y)| < o(X)-o(Y).

— Fonctions génératrices

— Définition : Fonction génératrice
Si X est a valeurs dans N, la fonction génératrice de
la variable X est définie par :

+00
Gy : t'—)E(IX)=ZP(X= n)t"
n=0

La série entiére Z P(X = n)t" aunrayon de convergence

neN
R >1 et converge normalement sur D¢(0, 1).

— Théoréme : Fonction génératrice et moments
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
(i) La variable aléatoire X admet une espérance

E(X) si et seulement si Gy est dérivable en 1.
Si tel est le cas, E(X)= Gy/(1).

(ii) Lavariable aléatoire X admet une variance si
et seulement si Gy est deux fois dérivable en 1.

— Théoréme : Somme de variables indépendantes —

Si X et Y sont a valeurs dans N et indépendantes,
alors, pour tout ¢ €]—r, r[ ot r = min(Ry, Ry),

Gyyy(t)=E(:X")=E(:*)E(") = Gx(1)Gy (1)

— Inégalités de concentration et convergence

Lemme : Inégalité de Markov
Si X est a valeurs positives et admet une espérance,

VYa >0, P(X>a)<¥

— Proposition : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev —
Si X admet un moment d’ordre 2,
V(X)
g2

Ve>0, P(X—-EX)=¢)<

— Théoreme : Loi faible des grands nombres

Soit (X,,),,>1 une suite de variables indépendantes et
de méme loi, admettant un moment d’ordre 2.

n
En notant m I'espérance commune et S,, = X;,
n 1
i=1

n
——m
n

Ye=0, P( >s)—>0

n—-+oo

— Lois usuelles

Nom Notation X(Q) P(X=k) E(X) V(X)

psik=1
gsik=0

Bernoulli  %(p) {0,1} p pq

Binomiale %(n,p) [0,n] (Z)pkq”_k np npq

1 +1 n?—1
Uniforme % ([1,n]) [1,n] — n n
n 2 12
Géométr.  4(p) N* L4
p__ p?
Ak
Poisson  22(A) N e o A A

e Si Xy,..., X, ~ B(m;, p) sont mutuellement indépen-
dantes, alors X; +---+ X,, ~ B(my +---+ m,, p).



Réduction d’endomorphismes

FEléments propres

Soit u € £(E) ou E désigne un K-espace vectoriel.

— Généralités

— Définition
¢ Ondit que A € K est une valeur propre de u associé
au vecteur propre x € E si:

u(x)=Ax avec x #0g

On appelle spectre de u et on note Sp(u) 'en-
semble des valeurs propres de u.

¢ Onappelle sous-espace propre associé a Al'espace
vectoriel E;(u)=Ker(u— Aidg).

— Théoréme
¢ Les sous-espaces propres associés a des valeurs
propres distinctes sont en somme directe.

¢ Toute famille de vecteurs propres associés a des
valeurs propres distinctes est libre.

— Polyndme caractéristique

On suppose désormais E de dimension finie 7.

Définition
On appelle polynéme caractéristique de M € #,(K)
le polynéme y,; =det(X I, —M).

Deux matrices semblables ont méme polynéme caracté-
ristique, donc mémes valeurs propres.

M et M'T ont méme polyndme caractéristique.

— Définition
On appelle polynéme caractéristique de u le poly-

ndme caractéristique de toute matrice représenta-
tive de u.

— Théoréme
e Les valeurs propres de u sont exactement les ra-
cines de y,,.
o v =X"—Tr(w)X" ' +---+(=1)"det(u).
¢ La somme des valeurs propres (complexes) vaut
Tr(u) et leur produit det(u).

Lorsque E est un C-espace vectoriel, u admet exactement
n valeurs propres comptées avec leur ordre de multipli-
cité. Lorsque E est un R-espace vectoriel, elle en admet
au plus n.

Si F eststable par u, le polyndme caractéristique y,,, de
I'endomorphisme induit divise y,,.

Théoréme
Soit A € Sp(u) d’ordre de multiplicité m(A).

1 <dim(Ker(u—Aidg)) < m(A)

Si A est valeur propre simple, alors Ker(z —Aidg) est une
droite vectorielle.

Polynomes d’endomorphismes et de matrices

— Proposition
Si P e K[X], les sous-espaces Im(P(u)) et Ker(P(u))
sont stables par u.

— Polynémes annulateurs et polyn6me minimal

Définition : Polyndme annulateur

Soient u € Z(E) et P € K[X]. P estappelé polyndme
annulateur de u si P(u) = 0g4(g).

La définition est identique pour une matrice M € #,,(K).

En dimension finie, il existe toujours un polyndme annu-
lateur non trivial (donc une infinité).



— Polynémes annulateurs et valeurs propres

Théoréme

Si P annule u, toute valeur propre de u est racine
de P.Si u(x)= Ax, alors P(u)(x)=P(A)x.

Attention, 'ensemble des racines d'un polynéme annula-
teur contient les valeurs propres mais n'est pas égal, en
général, au spectre de u.

— Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme : Théoreme de Cayley-Hamilton

Le polynome caractéristique d'un endomorphisme
en dimension finie est un polynéme annulateur. En
d’autres termes, si E est de dimension finie,

Vue Z(E), yu(u)=0gp,

Proposition

Une matrice de .#,,(C) est nilpotente si, et seulement
si, son polyndme caractéristique est X".

Diagonalisation

— Définition
¢ Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice

est diagonale.

¢ Une matrice est dite diagonalisable si elle est sem-
blable a une matrice diagonale.

Un endormorphisme est diagonalisable si et seulement
s’il existe une base de vecteurs propres de f. Dans cette
base, la matrice de f est diagonale.

— Théoreme : CNS de diagonalisabilité
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) u estdiagonalisable

i) E= 6P E;

AeSp(u)
(iii) dim(E)= Z dim(E;)
A€Sp(u)
(iv) y, estscindé et, YA €Sp(u), dim E; = m(A)

(v) il existe un polyndme scindé a racines simples
annulant u.

Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, elle est
annulée par un polyndme scindé a racines simples.

— Théoreme : CS de diagonalisabilité (1)

Si y, estscindé et n’admet que des racines simples
alors u est diagonalisable.

— Théoreme : CS de diagonalisabilité (2)

¢ Tout endomorphisme symétrique d'un espace eu-
clidien est diagonalisable a I'aide d'une base or-
thonormale de vecteurs propres.

 Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable
au moyen d’'une matrice orthogonale.

Plan de diagonalisation (al'aide de y,,) :

« Etude de la diagonalisabilité de u.
— On détermine y,,.
- Si y, n'est pas scindé, u n’est pas diagonalisable.
— Si y, estscindé, on compare dim E, et m(A).

¢ Diagonalisation de u lorsque c’est possible.
On détermine une base de E, pour tout A € Sp(u) en
résolvant u(x)= Ax et on concaténe les bases obtenues.

Corollaire
Si u est diagonalisable, alors pour tout sous-espace
vectoriel F non réduit a {0y} et stable par u, 'endo-
morphisme induit par u sur F est diagonalisable.

Trigonalisation

— Définition : Trigonalisabilité
* Un endomorphisme u de E est dit trigonalisable
s’il existe une base de E dans laquelle la matrice

de u est triangulaire supérieure.

* Une matrice est dite trigonalisable si elle est sem-
blable a une matrice triangulaire supérieure.




— Théoréme : CNS de trigonalisablité
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) u esttrigonalisable.
(ii) son polyndme caractéristique est scindé.
(iii)

u est annulé par un polyndéme scindé.

Toute matrice est trigonalisable dans .#,,(C). T=P'MP
avec T une matrice triangulaire supérieure dont la diago-
nale est constituée par les valeurs propres de M.

Lorsque n = 2 ou n = 3, on cherchera généralement T
sous la forme :

A x  x
A1 !
[ 0 Az] ou 0o A, 1




Une série entiere de variable réelle ou complexe z est une
série de la forme Y a, z" ou(a,),cy € KY. Son domaine
de convergence est le domaine de définition de :

+00
z— Z a,z"
n=0
Rayon de convergence

— Définition et propriétés

— Lemme : Lemme d’Abel

Soit z, € C. Si la suite (a, 2 ) en €st bornée, alors,
pour tout nombre complexe z tel que |z| < |z, la
série > a,z" est absolument convergente.

— Définition
On appelle rayon de convergence de la série entiere
> a,z" I'élément R € R, défini par:

R =sup { r20|(a,r"),ey st bornée}

— Théoréme

Soit } a,z" une série entiere de rayon de conver-
gence R.

* Si|z| <R alors ) a,z" converge absolument.
* Si|z|> R alors ) a,z" diverge grossiérement.

¢ Si|z|=R alors on ne peut rien dire.

En d’autres termes,

R=sup{r=0| Z a,r" converge absolument}

— Détermination pratique du rayon de convergence

On considere deux séries entieres » a,z" et > b,z" de
rayons de convergence respectifs R, et R,.

— Théoréme : Encadrement
Soit z; € C.
* Si) a,z] converge, alors |zy| < R
* Si) a,z] diverge, alors |zy| > R.

* Sida, z; est semi-convergente, alors |z5| = R.

— Théoréme : Comparaison
e sila,|<|b,|a partir d'un certain rang, R, > R;,.

* si Ian| n—:—oo |bn|r Ra =Rb'

e sia, oo o(b,), R;Z R;.

On appliquera également la regle de d’Alembert (pour
une série numérique a termes strictement positifs) ou,
lorsque a,, # 0 a partir d'un certain rang, sous la forme :

Apt1
ay

— 1
meR_'_ - RZZ

Séries entieres

Théoreme

Pour a €R, les séries entieres > a, z" et > na, z"
ont méme rayon de convergence.

— Opérations sur les séries entiéres

— Théoréeme : Somme et produit

* Y (a,+ b,)z" estune série entiere de rayon de
convergence R avec R =min(R,, R;,) si R, # R;,
ouR>2R,siR,=R,.

* > Aa,z" est une série entiere de rayon de
convergence R, siA#0ou+00siA=0.

* Le produit de Cauchy des deux séries est de la
n
forme > c,z" avec ¢, = Z arb,,_ et son rayon

k=0
de convergence R vérifie R > min(R,, Ry,).

Régularité de la somme

Soient la série entiere Z a,z", R > 0sonrayon de conver-
+00

genceet f:z— E a,z" sasomme.

n=0

— Continuité

Théoreme

Une série entiere converge normalement, donc uni-
formément, sur Dy(0, r) pour tout r < R.

Attention, il n'y a a priori pas convergence normale sur
le domaine de convergence, seulement sur tout disque
fermé inclus dans le domaine ouvert!

Théoreme : Continuité

La somme d’'une série entiére réelle est continue sur
le disque ouvert de convergence.

Pour justifier la continuité au bord du domaine, on s'inté-
ressera a la convergence uniforme ou on appliquera (dans
le cas réel) le théoreme radial.

Théoréeme : Théoréeme de convergence radiale d’Abel

Soit > a,x" une série entiere de rayon de conver-
gence R € R*. On suppose que > a,R" converge.

+00 +00
Alors, E a,x" —— Za,,R”
n=0 x—> n=0

Dans le cas réel, la somme est continue sur le domaine de
convergence.

— Dérivation et intégration terme a terme (cas réel)

On suppose désormais que »_a, x" est une série entiére
de la variable réelle. f est alors définie sur I'intervalle I,
ou]—R,R[CIC[—R,R].



— Théoreme : Dérivation terme a terme

f estde classe 6¢°° sur ]—R,R[, > na,x" ! estune
série entiere de rayon de convergence R et :

+00
Vxel-R.Rl, f(x)=> na,x""
n=1

— Théoréme : Intégration terme a terme

a
On note F une primitive de f. Z - _:1

série entiere de rayon de convergence R et :

x"" estune

a,
n+1

xn+1

Vx€|-R,R, F(x)=F(0)+.
n=0

Développements en série entiére

— Définition
Une application est développable en série entiere
sur | —r, r[ §'il existe une série entiére > a,x" de
rayon de convergence R avec R 2 r telle que:

Vxel—r,r], f(x)zZanx”.
n=0

— Théoréme
Si f admet un développement en série entiére sur
|—r, ralors f estde classe 6 °° sur ]—r, r[, son déve-
loppement en série entiére est unique et est donné
+00
0 ,
x

par sa série de Taylor : '
n!

n=0

La réciproque est fausse : toute fonction de classe ¢ *°
n'est pas développable en série entiére.

— Détermination pratique

e Utilisation des développements usuels (©).
» Dérivation et intégration terme a terme.

e Formule de Taylor avec reste intégral.

* Décomposition en éléments simples.

e Utilisation d’'une équation différentielle.

— Développements en série entiére usuels

+00 Z”
+00 ez:ZF
n=0 "
too 2n oo 2n+1
X X
+ h(x)=> ——; sh(x)=> ——
o0 | chlx) ;(Zn)! sh(x) ;(2“1)!
+00 1o
3 (_l)ann o B (_1)nx2n+1
+00 COS(X)—Z W ; SIH(X)—ZW
n=0 n=0
1 +0o0 +00 (_1)n+1
R=1 = —1)"x"; In(1+x)= n
— ZO( I I 0=,
+00
ala—1 a—n+1
R=1 (1+x)“_1+z ( )n(' ) " (a¢N)
n=1 :




Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

— Modes de convergence

On consideére une suite de fonctions ( fn)n oy définies sur
un intervalle I et a valeurs dans K.

Définition : Convergence simple

On dit que la suite ( f”)neN converge simplement vers
la fonction f sur I si:

Vxel, fulx)——f(x)

Etablir la convergence simple de la suite ( f”)neN revient a
montrer la convergence de (f,,(x)),ey pour tout x € I.
— Définition : Convergence uniforme

On dit que la suite ( f”)neN converge uniformément
vers la fonction f sur I si f,, — f est bornée a partir
d'un certain rang sur [ et:

1= Flloo ——0,

n—+

c'est-a-dire: sup|f,(x)—f(x)]——0
xel n—+00

> X

Hllustration de la convergence uniforme

Proposition : CVU = CVS

Si une suite ( f,,)neN converge uniformément vers f
sur I, alors elle converge simplement vers f sur I.

Meéthode : établir la convergence uniforme

On commence par déterminer la limite simple f de la
suite de fonctions ( f”)neN' S’offrent deux possibilités :

O Laborne supérieure sur I de |f,, — f| s'obtient par-
fois par simple étude de fonction. 1l suffit dans ce
cas de passer a la limite.

® Le calcul explicite de la borne sup est malaisé, on
majore alors en cherchant M, R, tel que:

Vxel, |fu(x)—f(x)<M, avec M,——0

n—+00

Meéthode : établir la non-convergence uniforme

Les possibilités sont multiples. On peut justifier :
O la non-convergence simple (condition minimale) ;

@ le non-respect des théoremes de continuité et de
double limite.

® l'existence d'une suite (u,),cy telle que:

)= f () —f=0

— Convergence uniforme, continuité et double limite

En cas de convergence uniforme, la continuité se transmet
par passage a la limite.

Théoreme : Continuité de la limite uniforme

Soit ( f”)neN une suite de fonctions de I dans K
convergeant uniformément vers f sur I etsoita € 1.
Si, pour tout n €N, f,, est continue en a, alors f est
continue en a.

La continuité étant une propriété locale, on peut se
contenter de travailler seulement au voisinage de a.

— Théoréme : Théoréme de la double limite

Soit ( f”)neN une suite de fonctions de I dans K
convergeant uniformément vers f sur I et soit a
un point adhérent a I (ou bien a = +00). Si, pour
tout n €N, f,, admet une limite £, en a, alors (£,,)
admet une limite ¢ et f(x) - L.

—a

Ce résultat généralise le précédent.

— Convergence uniforme, intégration sur un segment

— Théoreme
Soit (f;,) une suite de fonctions continues sur un seg-
ment [a, b] et a valeurs dans K, convergeant unifor-
mément sur le segment [a, b]. Alors,

n—+00

b b
lim f fn(x)dx=f nl_i)l}loofn(x)dx

Sil'intervalle n’est pas borné, on cherchera a exploiter le
théoréme de convergence dominée.

— Proposition : Convergence uniforme et primitives -
Soit (f,,) une suite de fonctions continues définies
sur un intervalle I et a valeurs dans K, convergeant
uniformément vers f sur tout segment de I. Soit
Xo € I. On définit, pourneNetx €1,

Fy(x)= f fltyde et F(x)= f f(r)d

Alors (F,) converge uniformément vers F sur tout
segment de I.




— Convergence uniforme et dérivation

— Théoréme

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un inter-
valle I de R, a valeurs dans K. On suppose que :

* Pourtout n €N, f, est de classe €' sur I.
¢ (f,) converge simplement sur I vers f.

* (f,) converge uniformément sur (tout segment
de) I vers une fonction g.

Alors (f,,) converge uniformément vers f sur (tout
segment de) I, f est de classe €' surlet f'=g.

La convergence uniforme de la suite des dérivées s’éta-
blira sur I'intervalle I ou, si nécessaire, seulement sur tout
segment inclus dans 1.

— Corollaire
Soit (f,,) une suite de fonctions définie sur un inter-
valle I de R, a valeurs dans K. On suppose que :

¢ Pourtout n €N, f, estde classe 67 surI.
e Pour tout k € [0, p —1], (f¥) converge simple-
ment sur I vers une fonction f;.
. ( f,E” )) converge uniformément sur tout segment
de I vers une fonction f,.
Alors (f,,) converge uniformément vers f = f, sur

tout segment de 1. La fonction f est de plus de classe
%" sur I et pour tout k € [0, p], f® = f;.

Séries de fonctions

— Modes de convergence

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un intervalle 1
et a valeurs dans K. On appelle :

n
e somme partielle au rang n la fonction S,, = Z fis
k=0
e série de terme général f;, la suite de fonctions (S,,),,cy-

— Définition : Convergence simple, uniforme

On dit que la série de fonctions Z [ converge sim-
plement (respectivement uniformément) sur I sila
suite de fonctions (S,),cn converge simplement (res-
pectivement uniformément) sur I.

En cas de convergence, on pose :

Vxel, S)=) filx)= lim > fi(x)
k=0 k=0

La convergence uniforme d’'une série entraine sa conver-
gence simple.

Proposition

Une série de fonctions converge uniformément si et
seulement si elle converge simplement et si la suite
de ses restes converge uniformément vers 0.

Il n’est souvent pas commode de justifier la convergence
uniforme d’une série de fonctions : il faut au préalable
montrer la convergence simple pour ensuite étudier la
convergence uniforme du reste vers 0.

Définition : Convergence normale

On dit que la série de fonctions » f, converge nor-
malement sur I siles fonctions f,, sont bornées sur
I (a partir d'un certain rang) et si la série numérique

> l1fplloo,s converge.

Pour justifier la convergence normale, on établit souvent
la majoration || f,,||co < @, avec Za,, convergente.

— Théoreme
Sila série de fonctions converge normalement sur I
alors elle converge uniformément sur /.

+00 1+
Dans ce cas, Zf,, <Zl|fn||oo,1-
oo,I n=0

n=0

CVnormale| = |CVuniforme| — [CVsimple

Toute série convergeant uniformément ne converge pas
nécessairement normalement. La majoration uniforme
du reste est souvent aisée lorsqu’une série > (—1)" u,(x)
vérifie le critére spécial des séries alternées :

+00

Vxel, [Ry(x)=| > (D up(x)| <l (%)

k=n+1

Sous condition, ||R,;|lco < || Un+1lloco — 0.
n—+00

— Continuité et double limite

— Théoréeme

Soit Y f,, une série de fonctions de I dans K conver-

geant uniformément vers f sur I etsoita € 1.
+00
Si, pour tout n €N, f;, est continue en a, alors Z fn

n=0
est continue en a.

En pratique, la convergence uniforme sur tout segment
inclus dans I assure la continuité sur I. Cette condition
s’avere pratique lorsqu’il n’y pas convergence uniforme
(ou mieux, normale) sur I.

— Théoréme : Théoréme de la double limite

Soient Y f,, une série de fonctions de I dans K et a
un pointadhérenta I (oubien a =+00). On suppose
que:

e Pour tout n €N, f,, admet une limite {,, en a.

* Lasérie Y f, converge uniformément sur I.
+00o

Alors la série D ¢, converge, la somme Z [, admet
n=0

+00 100
une limite en a et )lcincllan(x) = Z lim f,(x).
n=0 n=0

X—a




Fiche 8 — Suites et séries de fonctions

— Dérivation et intégration d’une série de fonctions

— Théoréeme : Dérivation terme a terme

Soit D f, une série de fonctions définies sur un in-
tervalle I de R, a valeurs dans K. On suppose que :

* Pourtout n €N, f, est de classe €' sur I.

* > f, converge simplement sur I.

* > f, converge uniform. sur tout segment de I.
Alors, Y’ f, converge uniformément sur tout seg-

+00
mentde I, Z [, estde classe € Lsur I et

n=0
(3in)-3s
n=0 n=0

Les fonctions en escalier et les fonctions continues sont
continues par morceaux.

— Proposition
Toute fonction continue par morceaux sur un seg-
ment est bornée.

— Théoréme : Approximation uniforme (segment) —

Toute fonction continue par morceaux sur un seg-
ment est limite uniforme d'une suite de fonctions
en escalier.

On généralise alors aux séries de fonctions de classe 6”.

— Corollaire : Dérivation terme a terme

Soit D f, une série de fonctions définies sur un in-
tervalle I de R, a valeurs dans K. On suppose que :

e Pourtout n €N, f, est de classe €7 sur I.

* Pour tout k €[0,p—1], Y. f{¥) converge simple-
ment sur I.

¢ Zfrgp) converge uniformément sur tout seg-
ment de .

+00
Alors, Z [, estde classe €7 sur I et,

n=0

+00 (k) +o0
Jkelopl, (an) S
n=0 n=0

— Théoréme : Intégration terme a terme (segment) —

Soit )’ f,, une série de fonctions continues sur un seg-
ment [a, b] et a valeurs dans K, convergeant unifor-

b
mément sur le segment [a, b]. Alors Zf fu(x)dx
a

converge et :

+00 b b (+oco
ZU fn(x)dx)=f (an(x)) dx
n=0 a a n=0

Approximation uniforme

— Définition : Fonctions continues par morceaux —
Une fonction f :[a, b] — C est dite continue par mor-
ceaux si pour une certaine subdivision (xy, ..., x,,) de
[a, b], pour tout i € [0, n —1],

* fix, x,,,[ €St continue sur ]x;, X[
* fix, x.,,[ €St prolongeable par continuité en x; et
Xit1
La subdivision (xy,..., x,,) est dite adaptée a f.




Suites numériques et vectorielles

Suites numériques classiques

e Suite arithmétique de raison r e K:

uOEK
Upyy=Uy+T

Alors, pourtout n €N, u,, = uy+nr.

* Suite géométrique de raison g €K

{uOEK
Uppy1=qUy

Alors, pour tout n €N, u,, = q" u,.

* Suite arithmético-géométrique

ueK
Upp=au,+b (a#1)

On note / le point fixe de la suite : £ = al+ b. (u,, —{)
est géométrique de raison a et u, =a"(uy—¢)+¢.

¢ Suite récurrente linéaire d’ordre 2

{uo,uleR
Upip=0aUp+buy

On résout I'équation caractéristique X>—aX—b =0de
discriminant associé A.

(i) Si A>0,deuxracines réelles distinctes r; et r5.
A uER?, VneEN, u, =Ar"+ur,
(ii) Si A=0,uneracine réelle double r.
IAueER?, VneN, u,=A+nu)r"
(iii) Si A <0, deux racines complexes pe*i?.
I, u)eR?, YneN, u, =p"(Acos(n@)+usin(nd))

Convergence des suites numériques

(4,),en désigne ici une suite a valeurs dans R ou C.

Définition
On dit qu'une suite (u,,),cy converge vers £ € K si,

Ye>0, dNeN, Vn=>N, |u,—{|<e¢

Lalimite, lorsqu’elle existe, est unique. Toute suite conver-
gente est bornée, mais la réciproque est fausse.
— Cas des suites réelles

Axiome de la borne supérieure : toute partie non vide et
majorée de R admet une borne supérieure.

Théoréeme : Théoréme de la limite monotone

Toute suite croissante et majorée converge vers sa
borne supérieure.

Une suite croissante et non majorée diverge vers +00.

Outre les théorémes de comparaison et des gendarmes,
le théoréme suivant est a connaitre.

— Théoreme : Suites adjacentes
Soit (u,,),en €t (Vy) ey deux suites réelles vérifiant :
(i) (uy,),ey croissante et (v,),cn décroissante.

i) u,—v,——0.
) uy " too
Alors (u,),ey €t (V,),en cOnvergent vers la méme li-

mite.

— Suites extraites et valeurs d’adhérence

Toute suite de la forme (u,(,))nen @avec ¢ : N — N stricte-

ment croissante est appelée suite extraite ou sous-suite

de (u#,),en- Ona ¢(n) —= +00 puisque ¢(n) = n.
n—+00

— Théoréeme

Si (u,),ey converge vers £ alors toute suite extraite
converge vers /.

— Théoréeme : Bolzano-Weierstrass

De toute suite complexe bornée, on peut extraire
une sous-suite convergente.

Relations de comparaison

Si(4,)pen €t (Vy) ey SONt deux suites numériques réelles
avec v, # 0 a partir d'un certain rang, on dit que :
P R Up
* (Up)pen €L (V) ey SONt équivalentes si lim — =1.
n—+00 p,
Notation: u,, ~ v,;
n—+0Q
1 .o Uy
* (uy,),en st négligeable devant (v,,) ey Si 11131 — =0.
n—+00 y,
Notation: u,, = o(v,);
n—+0o

* (Uy,),ey est dominée par (v,,),ey Si — est borné.
Un
Notation: u,, = O(v,).
n n—+0o ( n)
Si (u,),ey converge vers un réel ¢ et u, ~ v, alors
n—+00
(V) nen converge vers la méme limite £.

De plus, si deux suites sont équivalentes, les termes géné-
raux sont de méme signe a partir d'un certain rang.

Théoreme
Pour deux suites (u,,),,ey €t (V,),ey données,

u, ~ v, < u, =

n—+o00 n—+0Q

Uy +0(v,)




Suites vectorielles

On note (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé de dimen-
sion quelconque.

— Convergence d’'une suite

— Définition
Soit (u,,),ey une suite d’éléments de E. On dit que :

e lasuite (u,,),cy €St bornée s'il existe M > 0 tel que
pour tout n €N, ||u,|| < M.

e la suite (u, ),y converge vers £ € E si:

Ve>0, dNeN, Vn2>2N, |u,—/l||<e

On dit qu’elle diverge sinon.

On remarquera que la suite (u,,),cy converge vers ¢ si, et
seulement si, la suite numérique (||, —£||),,en cOnverge
vers 0.

Proposition

(i) La limite d'une suite, lorsqu’elle existe est
unique.

(ii) Toute suite convergente est bornée.

Lensemble des suites convergentes est un espace vec-
toriel et 'application (u,),cy — lilgl u, est une forme
n—+00

linéaire sur cet espace.

— Proposition
Soient p espaces vectoriels normés (E;, N;). On pose
E =E, x+--x E, et on munit E de la norme produit
notée N. Une suite u =(uy,..., u,) de E converge si,
et seulement si, chaque suite u; converge dans E;.
Dans ce cas,

lim u :( lim u,,,..., lim u )
n—+00 n n—+00 Ln ’n—>+oo p.n

Une suite définie sur un espace vectoriel normé produit
converge si et seulement si chacune des suites compo-
santes converge. Ainsi,

e pour étudier une suite a valeurs dans K”, on se rame-
nera al’étude des p suites composantes (elles, a valeurs
dans K).

e pour déterminer la nature d'une suite a valeurs dans C,
on pourra étudier la convergence des parties réelle et
imaginaire.

— Suites extraites et valeurs d’adhérence

— Définition : Suite extraite

On appelle suite extraite ou sous-suite d'une suite
(un)nen de E toute suite de la forme (uy(y))pen OU
¢ :N— N est strictement croissante.

— Définition : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence d’'une suite (u,,),cy
de E toute limite d’'une e sous-suite de (u,,),,cy-

Proposition

Une suite converge vers { € E si, et seulement si,
toutes ses sous-suites convergent vers £.

La limite est donc I'unique valeur d’adhérence d’une suite
convergente. Ainsi, une suite ayant au moins deux valeurs
d’adhérence diverge.

Si K est une partie compacte de E, toute suite admet au
moins, par définition, une valeur d’adhérence dans K.



Séries numériques et vectorielles

Sommes classiques

Zk— n(n+1)

Zkz n+1)(2n+1)

n n+1 n—p+1
. q
1, e 1mam
Siq# ;q . qu —
= =p
(x+y)”:Z(Z)xky”_k et x"—y" =(x— y)z:x’C ek
k=0

Convergence des séries numériques

La suite (u,,),,cy €St supposée a valeurs dans K.
On appelle :

n
e somme partielle au rang 7 le terme S, = Z Ug.
k=0
* série de terme général u,, la suite (S,),cy, NOtéE Y. u,,.
e somme de la série de terme général la limite de (S,,),,cn
La série de terme général u,, est dite convergente lorsque
(S,),en converge. On appelle alors :

* somme de la série la limite de (S,),,ex-
+00

Notation: S = nl_l)grnoo S, = Z Up.
n=0 +00
e reste au rang n la différence R, =S—S,, = Z Up.
k=n+1

On ne modifie pas la nature d'une série en modifiant ses
premiers termes.

Petit passage en revue des techniques au programme per-
mettant de déterminer la nature d’une série.

— Divergence grossiére

— Théoréme

Si > u, converge alors u, = 0.
n—+00

Ainsi, si (u,,),cy N converge pas vers 0, la série diverge
(de maniere grossiére).

La réciproque est fausse comme le montre 'exemple >’ %

— Calcul direct

Théoréme : Série géométrique
> x" converge si et seulement i | x| < 1 (pour x € C).
1

Dans ce cas, sa somme vaut 1—

On peut également prouver la convergence de séries a
I'aide de sommes télescopiques.

Proposition

La suite (u,),ey converge ssi la série D (1,11 — u,,)
converge.

— Cas des séries a termes positifs

Attention, ces résultats ne sont valables que pour des sé-
ries a termes positifs (au moins a partir d'un certain rang).

— Théoréme

On suppose que >_ u,, est une série a termes positifs.
Sila suite (S,,),,cn €St majorée alors la série converge.
Sinon, elle diverge vers +00.

— Théoreéme : Regle de majoration
On suppose que pour tout n €N, 0< u, < v,.

(i) > v, converge => > u, converge.

+00 +00
Et alors, E U, < E v,.
n=0 n=0

(i) > u, diverge = > v, diverge.

— Théoreme : Regle des équivalents
On suppose »_ v, a termes positifs et u, oo Un

Alors, > u, et > v, sont de méme nature.

— Théoreme : Regle de d’Alembert
Soit ) u,, une série a termes strictement positifs vé-

— .
n—+o0

u
rifiant de plus —2+

e Sif <1, lasérie converge.
e Sif> 1, lasérie diverge.

* Si{ =1, on ne peut rien dire.

— Théoreme : Comparaison séries/intégrales
Si f :[a,+oo[— R est continue, positive et décrois-
sante, »_ f(n) et f;oo f(t)dt sont de méme nature.

Ce théoreme fournit de nouvelles séries de référence.

— Théoréme : Séries de Riemann

1
Soit a € R. Z — converge si et seulement si o > 1.
n

— Théoreme : Regles du petit o et du grand O
Soit >_ v, une série a termes positifs convergente.
* Siu, =0(v,), alors >_ u, converge (absolument).

* Si u, =o(v,), alors > u, converge (absolument)




— Convergence absolue

Lorsque la série n’est plus a termes positifs (cas réel ou
complexe), on étudie sa convergence absolue.

— Définition
On dit que ) u,, converge absolument lorsque la
série & termes positifs > |u,| converge.

— Théoréme : CV abs —> CV
Une série absolument convergente est convergente.

L . —1)" .
La réciproque est fausse : > % est semi-convergente.

— Produit de Cauchy

— Théoréme : Produit de Cauchy

Si > u, et > v, convergent absolument alors leur
produit de Cauchy converge (absolument) et :

+00 +00 +00 n
E w, = E u, | E v, avec w, = E Uk Vp—k
n=0 n=0 n=0 k=0

— Critere spécial des séries alternées

— Théoréme : Théoréme spécial des séries alternées

Soit Y (—1)"a,, une série a termes réels telle que :
(@) ey POSItIVE, (@),),en \ € nl—1>I-Poo a,=0.

Alors > (—1)"a, converge et |R,|=|S—S,| < @,4;.
R,, est de plus du signe du premier terme « négligé ».

Application a I’étude de la convergence uniforme de cer-
taines séries de fonctions.

Série alternée?

non

ouil

Regle de majoration
|

Regle des équivalents
|

Regle de d’Alembert
|

Comparaison Y / f

|

q o non & A
Divergence grossiére? | ————> | > u,, a termes positifs?

Regle du petit 0 ou O

Convergence absolue? | ————



Familles sommables

Ensembles dénombrables

— Définition : Ensemble dénombrable
e Un ensemble E est dit dénombrable s'il existe une
bijection entre E et N.

e Il sera dit au plus dénombrable s’il est fini ou en
bijection avec N.

Si E est dénombrable, on peut numeéroter ses éléments :
E={x,|neN}

Les ensembles N, N*, Z, N?, Q sont dénombrables.

* Le produit cartésien d’'un nombre fini d’ensembles dé-
nombrables est dénombrable.

¢ Laréunion finie ou dénombrable d’ensembles dénom-
brables est dénombrable.

Les ensembles R, {0,1}" et NN ne sont pas dénombrables.

Familles sommables de nombres complexes

(u;);er désigne une famille de nombres complexes indexée
par un ensemble dénombrable /.

— Cas des familles de réels positifs

— Définition
La famille de réels positifs (u;);c; est sommable si

{Z u; | Jjcli,j ﬁnie} est majoré.

ie]
Dans ce cas, on pose : E u; = sup E Uu;
Jcl gy
e

iel Jfini

Si (u;);e; West pas sommable, on pose Z U; =+00.
iel

— Proposition : Lien avec les séries numériques

La famille de réels positifs (u;);cy €st sommable si,
et seulement si, la série Z u, converge.

+00
Dans ce cas, Z u; =Z U;.

ieN i=0

— Théoréme : Sommation par paquets (cas positif) —

Soient (I,),,ey une partition d'un ensemble dénom-
brable I et (u;);c; une famille de réels positifs. Alors,

il n=0 \ iel,

Cette derniere égalité est une égalité dans [0, +00]. Si la
somme est finie, la famille (u;);c; est sommable.

— Cas des familles de nombres réels ou complexes

Définition
La famille (u;);c; de nombres complexes est dite
sommable si la famille de réels positifs (|u;]);; 1'est.

Si (u;);er est une famille de complexes, la famille est som-
mable si, et seulement si, (Re(u;));c; et (Im(u;));<; le sont.
On pose alors :

Z U; :ZRe(ui)+ iZIm(ui)

iel iel iel

Toute combinaison linéaire de familles sommables est
sommable et pour une famille sommable (#;);¢; :

2 if < 2 i

iel iel

— Théoréeme : Sommation par paquets (cas complexe)

Soient (I,,) une partition de I et (u;);c; une famille
de nombres complexes supposée sommable. Alors,

(i) pour tout entier 7, (#;);c;, €st sommable;

(ii) la série Z (Z | u,-l) converge.

neN \ iel,
+00
De plus, Z u;= Z (Z ui).
iel n=0 \_iel,

Application aux séries doubles

Théoreme : Tonelli discret

Soit (u;,;)i, jerxy une famille de réels positifs.

Alors, Z ujj :ZZ Ui, :ZZ Ui, j-

(i,j)eIx] iel jej jeJ iel

C’est a nouveau une égalité dans [0,+00].

Théoreme : Fubini discret

Si la famille de complexes (u,,,)y,pen: €St som-
+00 +00 +00 +00

mable, alors ZZ Upp= ZZ Upp-

n=0 p=0 p=0 n=0

On retrouve également le théoreme du produit de Cauchy.
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