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Soit (fn)n>1 la suite de fonctions de [0, +oo] dans R définie pour tout = €
[0, +00[ et tout n > 1 par f,(z) = ——.

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,),>1.

2. Méme question pour la série ) . fn.

3. Méme question pour la série ) - (—=1)"f,.

Solution de I’exercice 1 Vu en séance.

Exercice 2

On consideére 1’équation différentielle suivante :
(E) zu” 4 2u’ + 4zu = 0, u(0) = 1.

On cherche une solution de (E) développable en série entiére.

1. Soit u(z) = ) . a,2" une série entiére de rayon R > 0. On suppose que cette
série entiére u(x) est solution de (F). Justifier que la suite (a,), vérifie la relation de
récurence suivante :

Vn>2 n(n+1)a, +4a, 2 =0
et montrer que ag = 1 et a; = 0.
2. Pour tout p > 0, donner la valeur de a1 en fonction de p.

3. Pour tout p > 0, donner la valeur de ag, en fonction de p.

4. Calculer le rayon de convergence de ) a,z" et en déduire que u est solution de
I'équation (F).

5. Donner le développement en série entiére de sin(x).

6. Exprimer la solution u de (E) avec des fonctions élémentaires.



Solution de ’exercice 2

1. On écrit zu”(x) + 2u/(x) + 4zu(x) comme une série entiére >~ b,z" sur | — R, R|.
Comme c’est la fonction nulle, les coefficients (b,), sont nuls. On a, pour tout x €

] - R7 R[ :
= Znanx”_l = Z(n + Dap412",
= n=0
Zn n+ Dayz" 1,
n=1
v’ (z) = Z n(n+ 1)a,, 12",
n=1
x) = Z a,z"t = Z Ay "
n=0 n=1
Donc

zu’(x) + 2u'(x)+ dou(x Zn (n+ Day2™ —1—22 (n+ 1)a, 12" +4Zan "

n=1 n=0 n=1

= 2(0+1) al—l—z (n+ 1)anss +2(n 4 Dang + 4a, ) 2"

= 2a;+ Z ((n+2)(n+ Dapi1 +4a,_q)z"

n=1
Ce qui donne by = 2a; = 0 et pour tout n > 1, b, = (n+ 2)(n + 1)ays1 + 4a,—1 =0,
ce qui se réécrit par changement d’indice en

Vn > 0,n(n+ 1)a, + 4a,—o = 0.

On a par ailleurs ag = u(0) = 1 et 2a; = 0 donc a; = 0.
2. Si ag(p-1)+1 = agp—1 = 0, alors a agy41 = Wépm@p,l = 0. Comme a; = 0, on a

par récurrence sur p, agp+1 = 0 pour tout p >

_ 4 _ (=4 L (=P _ (=P
3. On a ay = G ry5,02-2 = CrEDEP D2z 1  Crr1 0 T prl
4. 0n a Y gana™ = 3 gagkr®. On a lim]HOOaQ;LQZ1> = 0 donc la série entiere
szo agpt? a pour rayon de convergence +o0o, donc la série entiere ano a,x™ égale-
ment.
. _1)P
5. sin(z) =37, (ép+)1),x2p+1
6. On voit que 2zu(z) = >, (;p+)1) 221 2rt! — gin(2z). Donc pour x # 0,
sin(2z

2z



Exercice 3

On considére la fonction f, 2r-périodique, définie sur [0, 27| par f(z) = (z — 7)%. On
notera a,(f) et b,(f) les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

1. Dessiner le graphe de f sur l'intervalle [—2m, 27].

2. Justifier que f est paire.

3. Calculer a,(f) pour tout n > 0 et b,(f) pour tout n > 1.
4

. Justifier avec précision que la série de Fourier trigonométrique de f converge unifor-
mément vers f.

5. En déduire la valeur de S°°° &%

n=1 n2

6. La série de fonctions ), -, (an(f) cos(nz))’ converge t’elle uniformément sur R ?

7. Donner la valeur de > 7 | %

Solution de ’exercice 3
1.
2. Pour z € [0, 7], —x € [—7,0] donc —x + 27 € [, 27| C [0, 27]. Donc

f(=2) = f(—x+21) = (—2+2r —7)’ = (—z+7)* = (z —7)* = f(x).

Donc f est paire sur [—m, 7] et 27-périodique, donc paire.
3. Comme f est paire, on a, pour tout n > 1 b,(f) = 0. Ensuite, pour n =0, on a
1 [ 2 [T 1[(t—-m)3" =2
=— tdt=— [ (t—m)* == =
i) =5 [ sar= 2 [Ta-ap = 2|

7

0 3 .

Pour n > 1, on fait une double intégration par partie. On trouve :

an(f) = 2 /Oﬂ(t —7)%cos(nt)dt == % ([(t — w)QMr 2 /Ow@ — ) sin(nt)dt)

T noJ, n

—4 Hlt 1 " 4 4
= — ([—(t — W)cos(n )} + —/ Cos(nt)dt) = —7T2 =—.

nmw no |, nJo ™m2 n

4. On vérifie que la fonction est continue et C' par morceaux. Ca implique que la série
de Fourier converge (uniformément) vers la fonction f.
— f est continue sur |0, 27[. On vérifie la continuité en 0 :
lim f(zx)=f(0)=m= lim f(z) = lim f(—z)= lim f(z)=0.

z—0t z—0— z—0— z—0t

(pour la deuxiéme limite, on utilise ici la parité de f) Donc f est continue en 0
également. Par 27-périodicité, f est continue sur R.



— f est C! sur |0, 2x[. Par 27-périodicité, pour vérifier que f est C' par morceaux,
il suffit de vérifier que lim, _,o+ f'(x) et lim, o, f'(x) existent et sont dans R (ce
qui est immeédiat).

. On a donc pour z € [0, 27,

co (=L _ _ x?
donc )~ - = —T5.

. Non, cette série de fonction ne converge pas uniformément, sinon la limite serait de
. . 2
classe C!. Ce n’est pas le cas car cette limite est f — % et f n’est pas C! (cf le graphe).

. On utilise I’égalité de Parseval :

ol 5 Dl + () = 5 [ st

ce qui donne

™ 116 127> =*
9+§Zn1n4 or 5 5
Donc
>~ 1 4t
8 — =89 =n'(1/5-1/9) = —.
2 7 (1/ /9) 15

4
s
Donc S = 5



