
Exercice

11Cette fonctionest un polynôme et done déjà une série entière
avec un nombrefini de termes non nuls En particulier
le rayon de convergence est Rinfty

2 Par la righ de Cauchy R1lim_nrightarrowinftyleftelambdanalpharightnicefrac1n

lim_nrightarrowinftyelambdanalpha1elambdaalpha11alpha1ainsi

beginmatrixinftyalpha1elambdaalpha11alpha1endmatrix
3 a Si lambdaneq0 et u0neq0 alors unneq0 pourtout ngeq0 etdonc par

d'Alembert R1lim_nrightarrowinftyunun
lim_nrightarrowinftylambdan10 c'està dire Rinfty

Si lambda0 on u00 alors u10 et donc un0 pourtout ngeq0
ainsi Rinfty

b On a unlambdanun1lambda2un1ldotslambdanuu pour tout ngeq0

et donc sum_n0unXnu0sum_ngeq0leftlambdaXrightnu0elambdaX
Exercice

21Puisquepourtout n 1 on a
dsleftnsrightdlefteslnnrightleftlnnrighteslnnleftlnnrightns

cequipermetdeconclureparrécurrenceque dskleftnsrightleftlnnrightkns pourtout kgeq0

2 Montronsque la série sum_ngeq1leftlnnrightknzeta converge
normalement sur 1delta is quelque

soit kgeq0 pour en déduireque SleftkrightS1sum_ngeq1leftlnnrightknSinC0leftleft1inftyrightright etdonc

que zetainCinftyleftleft1inftyrightright



Option1 Cuinancescomparées
Pour Sgeq1delta on a nsleftlnnrightknleft1deltarightlnnk

leqngammanleft1deltagammarightleftlnnrightk
leqCngamma

oùon a considéré un paramètre gammainleft11deltaright quelconque et

Csup_n1leftlnnrightRn1deltagamma existeetestfiniparlescroissancescomparées.Ainsipuisquesum_ngeq1ngamma infty on a bienque lasérie définissantzetaleftkrightconverge
normalement.Option

2 SériedeBertrand sum_ngeq1leftsup_sgeq1sleftlnnrightknsrightleqsum_ngeq1leftlnnrightkinftycar ils'agitd'unesériedeBertrand

3 Una zetaleftsrightsum_ngeq1leftlnnrightnsleq0 et zetaleftsrightsum_ngeq1leftlnnright2nsgeq0
leq0 geq0

ainsi zetaestdécroissante et convexe

4 Puisque t1rightarrowt5 est décroissante sur 31 is on a pourtout n 1
foralltinleftnn1right beginmatrix1leftn1rightsendmatrixleqtsleqns1et dans en intégrant

beginmatrix1leftn1rightsendmatrixleqint_nn1dtleqbeginmatrix1nsendmatrixsum_ngeq21nsleqint_1inftydtleqsum_ngeq11nspuis en sommant

zetaleftsright1 zetaleftsright
Enfin puisque int_1inftydttsleftbeginmatrixt1s1sendmatrixright1inftybeginmatrix1s1endmatrix on conclutque

beginmatrix1leqzetaleftsrightleq11s1endmatrix
5 Puisque zetaleftsright12s1sldotsgeq1 on apar la question4que 1leqzetaleftsrightleq1s11
donc lim_srightarrowinftyzetaleftsright1 par le théorèmedesgendarmes

Même si zetaleftsrightleq1s11 on nepeutpasimmédiatement déduire lim_srightarrowinftyzetaleftsright1
car celan'impliquepasque la limiteexiste
Si elleexiste onpeutseulementdéduire lim_srightarrowinftyzetaleftsrightleq1
En général onpeutseulementdéduire que limsup_srightarrowinftyzetaleftsrightleq1



6
1

7 Un a pourtout Sgeqdelta et ngeq1

beginmatrix1leftn1rightsleqnsendmatrix
ainsi par lecritèredeDirichletuniforme la sérieconvergeuniformémentsurdelta est
Inutiledepréciser leftsum_nNMleft1rightnrightinftyleq1 pour 0leqNleqM mais si vous lefaites
n'écrivezpassum_nNinftyleft1rightn car lasériene convergepas

rtimesns1leq1nrightarrowinfty0

8 Pourtout s1 on a zetaleftsrightleft121srightsum_ngeq11nssum_ngeq12ns1ssum_ngeq11ns2sum_ngeq11left2nrights
Puisque la premièresérieconverge absolument on peutséparerlestermesd'indices
pairsetimpairs théorème deréarrangementdeRiemann

zetaleftsrightsum_ngeq01left2n1rightssum_ngeq11left2nrights2sum_ngeq11left2nrightssum_ngeq1left1rightn1
sum_ngeq11left2nright5


