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Rappel : applications linéaires

Application linéaire f : E −→ F :

(1) f (v1 + v2) = f (v1) + f (v2)

(2) f (λ · v) = λ · f (v).

Noyau : Ker(f ) =
{
v ∈ E tel que f (v) = 0

}
Image : Im(f ) =

{
w ∈ F tel que ∃v ∈ E avec f (v) = w

}
Rang : rg(f ) = dim(Im(f )).



Images de familles libres/génératrice

Pour S = (v1, . . . , vn) une famille finie de vecteurs dans E , on a une application linéaire

φS : K n E ; φS(λ1, . . . , λn) = λ1 · v1 + · · ·+ λn · vn.

S est :

Pour tout v ∈ E :

L’application φS est :

génératrice

∃λ1, . . . , λn tels que
v = λ1v1 + · · ·+ λnvn

surjective

libre

si λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0, alors
λ1 = · · · = λn = 0.

injective

une base

∃ des uniques λ1, . . . , λn tels que
v = λ1v1 + · · ·+ λnvn

un isomorphisme

.
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Images de familles libres/génératrice

Proposition (Grifone, Prop. 3.6)

Soit f : E −→ F linéaire et S = (v1, . . . , vn) une famille dans E . Alors :

(1) f injective et S libre =⇒ f (S) =
(
f (v1), . . . , f (vn)

)
libre.

(2) f surjective et S génératrice =⇒ f (S) génératrice.

(3) f isomorphisme et S une base =⇒ f (S) une base.



Applications linéaires et dimension

Théorème du rang (Grifone, Thm. 3.8)

Soit f : E −→ F une application linéaire, alors

dim(E ) = rg(f ) + dim
(
Ker(f )

)
.

Si E est de dimension infinie : au moins un parmi Im(f ) et Ker(f ) est de dimension infinie.

“Application”

Problème : étant donné un sous-e.v. F ⊂ Rn, le décrire par des équations linéaires

a11 · x1 + · · ·+ a1nxn = 0, . . . , am1 · x1 + · · ·+ amnxn = 0.

Autrement dit : trouver f : Rn −→ Rm linéaire telle que F = Ker(f ).

Théorème du rang =⇒ on aura besoin de (au moins) n − dim(F ) équations.
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Applications linéaires et dimension

Corollaire (Grifone, Cor. 3.9)

Soient E ,F deux espaces vectoriel de la même dimension n et f : E −→ F linéaire. Alors :

f injective ⇐⇒ f surjective ⇐⇒ f isomorphisme.

Mis en garde : ce résultat est faux en dimension ∞.

Par ex. R[x ] −→ R[x ];P 7→ P ′ est surjective, mais pas injective.
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Applications linéaires et dimension

Proposition (Grifone, Thm. 3.7)

Si dimK (E ) = dimK (F ) = n, alors E et F sont isomorphe, c.-à-d. il existe un isomorphisme

f : E −→ F .


