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Applications linéaires

Définition
Soient E, F deux espaces vectoriels sur K. Une application f: E — F est dite (K-)linéaire si :
(1) f(vi +£ wv2) = f(wv1) +£ f(v2) pour tout vi, v, € E.
(2) f(A-ev)=X-Ff(v) pourtout v e E, A € K.



Applications linéaires

Définition
Soient E, F deux espaces vectoriels sur K. Une application f: E — F est dite (K-)linéaire si :
(1) f(vi +£ wv2) = f(wv1) +£ f(v2) pour tout vi, v, € E.
(2) f(A-ev)=X-Ff(v) pourtout v e E, A € K.

Conséquences directes :

° f(OE) = OF.
o f(—v)=—f(v).

o f préserve des combinaisons linéaires :

f()\lvl T /\,,v,,> = Mf(v) + o+ Anf(vi).
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Exemples

(1) L'application f: Ma(R) — R?; F(A)=A- G)

(2) Pour un point x € R, I'évaluation dans le point x :

ev: RF = {fonctions f: R = R} —— R; evy(f) =

(3) Notons C°([0,1],R) = {f: [0,1] — R continue}

C([0,1],R) = {f: [0,1] — R continue a dérivée continue}.

Prendre la dérivée est une application linéaire
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Exemples

(1) L'application f: Ma(R) — R?; F(A)=A- G)

(2) Pour un point x € R, I'évaluation dans le point x :

ev: RF = {fonctions f: R = R} —— R; evy(f) = f(x).

(3) Notons C°([0,1],R) = {f: [0,1] — R continue}
C([0,1],R) = {f: [0,1] — R continue a dérivée continue}.
Prendre la dérivée est une application linéaire
D: Cci([0,1],R) — C°([0,1],R); f — f'
(4) Soit E C RN le sous-espace vectoriel (exercice!) des suites (xi, xo, ... ) convergentes.
Prendre la limite est une application linéaire

lIMpseo: E—— Ry (Xp)n>1 — limp_oo Xn.



Combinaisons de plusieurs applications linéaires

Proposition
(1) Si f: Ey — E; et g: E; — E3 sont des applications linéaires, leur composée |'est aussi :

gof:E1*f>E2i>E3; (gof)(v):g(f(V)).

(2) Si f: E — F est une application linéaire bijective, alors f~1: F — E est aussi linéaire.



Combinaisons de plusieurs applications linéaires

Proposition
(1) Si f: Ey — E; et g: E; — E3 sont des applications linéaires, leur composée |'est aussi :

gof:E1*f>E2i>E3; (gof)(v):g(f(V)).

(2) Si f: E — F est une application linéaire bijective, alors f~1: F — E est aussi linéaire.
(3) Sif: E— F et g: E — F sont deux applications linéaires, leur somme I'est aussi :

ftg:E—— F vi—f(v)+g(v)

(4) Si f: E — F est une application lindaire et A € K, alors A- f: E — F;v = X f(v)
|'est aussi.



Vocabulaire

Définition

On note Lx(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.

Conséquence : Lk (E, F) est un espace vectoriel pour la + et le - ci-dessus.
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Définition

On note Lx(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.

Conséquence : Lk (E, F) est un espace vectoriel pour la + et le - ci-dessus.

Définition
e Un endomorphisme d'un e.v. E est une application linéaire f: E — E.
On note L(E) = L(E, E) I'espace vectoriel des endomorphismes.

e Une application linéaire f: E — F est appelée un isomorphisme si elle est bijective.



Image et noyau

Proposition (Grifone, Prop. 3.3 + 3.4)

Soit f: E — F linéaire, alors :
(1) pour tout sous-espace E’ C E, I'image f(E') C F est un sous-espace vectoriel.

(2) pour tout sous-espace F’ C F, I'image réciproque f ~1(F’) C E est un sous-espace
vectoriel.



Image et noyau

Proposition (Grifone, Prop. 3.3 + 3.4)

Soit f: E — F linéaire, alors :
(1) pour tout sous-espace E’ C E, I'image f(E') C F est un sous-espace vectoriel.

(2) pour tout sous-espace F’ C F, I'image réciproque f ~1(F’) C E est un sous-espace
vectoriel.

Définition
Pour f: E — F linéaire, le noyau et I'image de f sont les sous-espaces vectoriels de E et F
Ker(f) = F~1({0}), Im(f) = f(E).

Si Im(f) est de dimension finie, le rang de f est sa dimension

rg(f) = dim(Im(f)).



Exemple : projection

Soit E = E; @ E> la somme directe de E; et E>.
La projection sur E; parallelement a E; est |'application
p:E— E, v=vi4+wv — v.

Elle est linéaire avec
Ker(p) = E, Im(p) = E;.



Critere d'injectivité

Proposition (Grifone, Prop. 3.5)

Une application linéaire f: E — F est injective <= Ker(f) = {0}.



