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Rappel : bases et dimension

Une famille de vecteurs F = (vl, ceey vp) dans E est dite :

(1) génératrice si tout v € E s'écrit comme
V=Avid A .

(2) libresi: A-wvi4+-+X vp,=0 = M =---=X,=0.

(3) une base si génératrice + libre.

Théoreme d’existence : pour tout sous-famille libre £ C G d'une famille génératrice,

il existe une base £L C B C G.

Un espace vectoriel E est de dimension finie s'il admet une base (finie) et
dimk(E) = Card(base).

e Théoreme de |'échange = toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs.

e Si Card(F) = dimg(E) : F est libre <= génératrice <= une base.



Dimensions de sous-espaces

“Théoreme de la base incompléte” (Grifone, Cor. 1.17)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et £ une famille libre.

Alors il existe une base B telle que £ C B.
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“Théoreme de la base incompléte” (Grifone, Cor. 1.17)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et £ une famille libre.

Alors il existe une base B telle que £ C B.

Proposition (Grifone, Prop. 1.22 + Cor. 1.32)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F C E un sous-espace vectoriel. Alors :
(1) F est de dimension finie et dim(F) < dim(E).

(2) dim(F) =dim(E) <= F = E.

(3) Il existe un supplémentaire de F.



Formule de Grassmann

Proposition (Grifone, Prop. 1.34)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F C E, G C E deux sous-espaces vectoriels.
Alors :

(1) dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
(2) en particulier : dim(F & G) = dim(F) + dim(G).



Dimension et supplémentaires

Proposition (Grifone, Prop. 1.30 + Thm. 1.33)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F C E, G C E deux sous-espaces vectoriels.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) F et G sont supplémentaires.
(2) Fn G = {0} et dim(F) + dim(G) = dim(E).

(3) Si(vi,...,Vm) est une base de F et (wq,...,w,) est une base de G, alors
(Vay.-vy Vmy Wi, ..., W,) est une base de E.
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Neanmoins, on peut imiter la définition d'une base :

Definition (supplémentaire)

Une famille F = (va), ., de vecteurs (pas forcément finie) dans £ est dite :
(1) génératrice si tout v € E est combinaison linéaire d'un nombre fini de v,,.
(2) libre si pour Ajvo, + -+ ApVa, =0 = A =---=X,=0.

(3) une base si elle est libre et génératrice.

Exemple : R[x] admet une base {x"},cz.,.



