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Rappel

Pour un endomorphisme ¢: E — E :
(1) X € K est dit valeur propre de @ s'il existe un vecteur non nul v € E \ {0} tel que
d(v) = Av.

(2) dans ce cas, v € E\ {0} est dit vecteur propre de valeur propre .
(3) Ex = Ker(® — X -1d) est I'espace propre associé a la valeur propre A.

Résultats :
e Ap,...,Ap distincts = E,,..., E,, sont en somme directe.
e Pour E de dimension n < oo :

e Polyndme caractéristique : Po(X) = det(® — X - Id) (de degré n).
e Spectre Sp,(®) = {valeurs propres} = {racines de Po(X)} C K.



Rappel sur les polynémes

Afin d'étudier le polyndme caractéristique Py (X) et ses racines, on rappelle :

Theoreme (division Euclidienne des polynémes)

Soient A(X), B(X) € K[X] avec B(X) # 0.
Alors il existe un unique couple de Q(X), R(X) € K[X] tel que

A(X) = B(X) - Q(X) + R(X)
avec degré(R) < degré(B).

Méthode : division posée.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Division_pos%C3%A9e%23Division_de_polyn%C3%B4mes
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Alors il existe un unique couple de Q(X), R(X) € K[X] tel que

A(X) = B(X) - Q(X) + R(X)
avec degré(R) < degré(B).

Méthode : division posée.

Corollaire : racines d'un polynome
Pour P(X) € K[X] et re K

P(X) = (X —r) - Q(X) + constante.
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Rappel sur les polynémes
Afin d'étudier le polyndme caractéristique Py (X) et ses racines, on rappelle :

Theoreme (division Euclidienne des polynémes)

Soient A(X), B(X) € K[X] avec B(X) # 0.
Alors il existe un unique couple de Q(X), R(X) € K[X] tel que

A(X) = B(X) - Q(X) + R(X)
avec degré(R) < degré(B).

Méthode : division posée.

Corollaire : racines d'un polynome
Pour P(X) € K[X] et re K

P(X) = (X =r)- Q(X) + P(r).

Alors r est racine de P(X) < (X — r) divise P(X).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Division_pos%C3%A9e%23Division_de_polyn%C3%B4mes

Rappel sur les polynémes

Définition
Soit P(X) € K[X] et r € K. Alors r est dite racine de multiplicité m de P si

P(X) = (X =" Q(X) et Q(r) # 0.

Critere différentiel pour la multiplicité

r est racine de multiplicité m de P(X) ssi



Rappel sur les polynémes

Définition
Soit P(X) € K[X] et r € K. Alors r est dite racine de multiplicité m de P si

P(X) = (X =" Q(X) et Q(r) # 0.

Critere différentiel pour la multiplicité

r est racine de multiplicité m de P(X) ssi

Définition
Un polyndme P(X) € K[X] est scindé s'il admet des racines r; € K de multiplicité m; telles que

PX)=c- (X—=rn)™...(X =)™ avec ¢ € K.

Théoreme D’'Alembert = sur K = C, tout polyndme est scindé.



Dimensions des espaces propres

Proposition (Grifone Prop. 6.12 )

Soit ®: E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.
Si A est une racine de Py de multiplicité m, alors dim(E,) < m.

Cas particulier : si \ est une racine simple de Py (= de multiplicité 1), alors dim(Ey) = 1.



Dimensions des espaces propres

Proposition (Grifone Prop. 6.12 )

Soit ®: E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.
Si A est une racine de Py de multiplicité m, alors dim(E,) < m.

Cas particulier : si \ est une racine simple de Py (= de multiplicité 1), alors dim(Ey) = 1.

Corollaire (voir Grifone Thm. 6.13 )

Soient A1,..., A, les racines de Py (X), avec multiplicités mq, ..., m,. Alors :

dim(Ex, ®--- @ Ey,) =dim(Ey,) + - - +dim(Ey,) < my + - - 4+ m, < dim(E).



Le probleme de diagonalisation

Définition
Un endomorphisme ®: E — E est diagonalisable s'il existe une base B de E telle que tout
v; € B est un vecteur propre de $.

Autrement dit : la matrice de ® dans la base B est une matrice diagonale.



Le probleme de diagonalisation

Définition
Un endomorphisme ®: E — E est diagonalisable s'il existe une base B de E telle que tout
v; € B est un vecteur propre de $.

Autrement dit : la matrice de ® dans la base B est une matrice diagonale.

Proposition (Grifone Thm. 6.10 )
Soit : E — E un endomorphisme et Sp,(®) = {A1,..., A\p}.

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) ®: E — E est diagonalisable.

(2) Ex©®---OE\, =E.

(3) dim(Ey,) + -+ +dim(Ey,) = dim(E).



®: E — E est-il diagonalisable?

) admet-il n racines (avec multiplicités) ?

\

Alors Py (X) =

c(X =)™ ..

l

Vk : Ey, est-il de dimension my ?

/\

dim(E,\l) +
=my+ -+ mp =dim(E).

diagonalisable :

<o+ dim(EAp)

dim(E)=n

pas diagonalisable
(seulement si K = R)

pas diagonalisable




Diagonaliser des matrices

Définition

Une matrice A € M,(K) est dite diagonalisable si |'application linéaire associée
Op: KT — K™, Vi AV

est diagonalisable.

Explicitement : diagonaliser une matrice A

= trouver une base de vecteurs propres de valeurs propres A1, ..., A\,

Xn1 Xnn



Diagonaliser des matrices

Définition

Une matrice A € M,(K) est dite diagonalisable si |'application linéaire associée
Op: KT — K™, Vi AV

est diagonalisable.

Explicitement : diagonaliser une matrice A

= trouver une base de vecteurs propres de valeurs propres A1, ..., A\,
X11 X1n
Vi = ) Vh =
Xn1 Xnn

= écrire la matrice A comme produit matriciel

X11 ... Xin )\1 X11 ... Xipn
A=PDP ! =

Xpl ... Xnn An Xpl  --- Xon



Attention : pour une matrice réelle A € M,(R), il y a deux problémes :

(1) diagonaliser comme matrice réelle :
~> trouver des valeurs propres et vecteurs propres réelles.

(2) diagonaliser comme matrice complexe :
~- trouver des valeurs propres et vecteurs propres complexes.



Attention : pour une matrice réelle A € M,(R), il y a deux problémes :

(1) diagonaliser comme matrice réelle :
~> trouver des valeurs propres et vecteurs propres réelles.

(2) diagonaliser comme matrice complexe :
~> trouver des valeurs propres et vecteurs propres complexes.

Lemme
Soit A € M,(R), vue comme matrice complexe. Alors :
(a) A € C une valeur propre = X aussi une valeur propre.

(b) (z1,...,2,) une vecteur propre de valeur propre A
= (Z1,...,2Z,) une vecteur propre de valeur propre A.



