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Rappel

Pour un endomorphisme ®: E — E :
(1) valeur propre de ® : X € K tel qu'il existe un vecteur non nul v € E \ {0} tel que
d(v) = Av.

(2) dans ce cas, v € E \ {0} est dit vecteur propre de valeur propre \.
(3) Spectre : Spy(®) = {valeurs propres de ®}.
(4) Espace propre : Ex ={v € E: ®(v) = Av} = Ker(® — X - Id).

’ Question : comment trouver les valeurs propres et vecteurs propres de CD?‘




Somme et somme directe de plusieurs sous-espaces

Definition
Soient Ey, ..., E, C E des sous-espaces vectoriels. Leur somme est le sous-espace vectoriel

Ei+- -+ E :{VGE: v=vi+- -+ v, avec v1€E1,...,v,,€E,,}.

On dit que Ey, ..., E, sont en somme directe si tout vecteur v € E; + - - - + E, se décompose
uniquement en somme

v=vi+- -+ v, avec v; € E;.

Dans ce cas, on note E; ® E, @ --- P E, la somme de E4,..., E,.



Somme et somme directe de plusieurs sous-espaces

Proposition (Grifone Thm. 1.38 )

Soient Ey, ..., E, C E des sous-espaces vectoriels. Les propositions suivantes sont

équivalentes :

(1) E4,..., E, sont en somme directe.

(2) Sivy € Eq,...,v, € E, sont tels que v; + -+ + v, = 0g dans E, alors vy = --- = v, = 0.

(3) Pour tout i =1,...,n, soit (vi1,...,Vim) une famille libre dans E;. Alors la famille
(v171, 2009 Wlygme YBilge oo g Bmmoo ooy Yadgacag v,,,mn)

est une famille libre de E.

Corollaire (Grifone Thm. 1.38 + Cor. 1.39 )

Si Ey,...,E, C E sont en somme directe et By, ..., B, sont des bases de E,..., E,, alors
BiU---UB, est une basede E; & --- P E, et

dim(E1 & -+ @ E,) =dim(Eq) + - - - +dim(E,).



Espaces propres

Proposition (Grifone Prop. 6.9 )

Soit ®: E — E et A\q,..., A\, des valeurs propres distinctes de ®.
Alors les espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.



Espaces propres

Proposition (Grifone Prop. 6.9 )

Soit ®: E — E et A\q,..., A\, des valeurs propres distinctes de ®.

Alors les espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.
Corollaire

Soit ®: E — E et A\q,..., A\, des valeurs propres distinctes de ®. Alors

dim(Ey,) + -+ +dim(Ex,) = dim (Exy, @ -+ & Ey,) < dim(E).

En particulier : (nombre de valeurs propres différentes de ) < dim(E).



Trouver des valeurs propres

Pour A € K, les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) A est une valeur propre de ®.

(2) Ex = Ker(® — - 1d) # {0}.



Trouver des valeurs propres

Pour A € K, les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) A est une valeur propre de ®.
(2) Ex = Ker(® — X-Id) # {0}.
(3) @ — A-Id n'est pas inversible.
(4) det (®—X-1d) =0.



Trouver des valeurs propres

Pour A € K, les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) A est une valeur propre de ®.

(2) Ex = Ker(® — A-1d) # {0}
(3) @ — A-1d n'est pas inversible.
(4) det (® — A-1d) = 0.

Définition
Le polynome caractéristique de @ est |'application

Py: K — K; P¢()\):det(d>—)\|d)

Proposition fondamentale

A € K est valeur propre de ® si et seulement si Py(A) = 0.



Polynome caractéristique

Proposition (Grifone Prop. 6.3 )

Si®: E — E et dim(E) = n, alors Py est bien un polynéme d’ordre n avec coefficients dans
K.



Polynome caractéristique

Proposition (Grifone Prop. 6.3 )

Si®: E — E et dim(E) = n, alors Py est bien un polynéme d’ordre n avec coefficients dans
K.

Corollaire
Si dimk(E) = n, un endomorphisme ®: E — E admet au plus n valeurs propres différentes.

Corollaire

Soit K =C et ®: E — E un endomorphisme d'un C-espace vectoriel.
Alors ® admet une valeur propre.



Exemple

-2
Soit ®: R3 — R3 donné par la matrice A = (—3

—2-A
-3
-3

Po(\) = det(A— X - I5) =




Exemple

-2 1 2
Soit ®: R3 — R3 donné par la matrice A = (—3 0 2).

—-2-x 1 2
-3 —A 2
-3 1 3-2X

Po(\) = det(A— X - I5) =

= | ® admet 1 comme seule valeur propre : Spp(®) = {1}. ‘




Exemple

-2 1 2
Soit ®: R3 — R3 donné par la matrice A = (—3 0 2).

—-2-x 1 2
-3 —A 2
-3 1 3-2X

Po(\) = det(A— X - I5) =

= | ® admet 1 comme seule valeur propre : Spp(®) = {1}. ‘

Soit W: C* — C3 donné par la méme matrice A (vue comme matrice complexe).

Py(\) = Po(A) = (1 = N (X2 +1) (méme déterminant)

= ‘ Les valeurs propres de W sont 1,7 et —i : Spe(W) = {1,/,—i}. ‘




Rappel sur les polynémes

Afin d'étudier le polyndme caractéristique Py () et ses racines, on rappelle :

Theoreme (division Euclidienne des polynémes)

Soient A(X), B(X) € K[X] avec B(X) # 0.
Alors il existe un unique couple de Q(X), R(X) € K[X] tel que

A(X) = B(X) - Q(X) + R(X)
avec degré(R) < degré(B).

Méthode : division posée.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Division_pos%C3%A9e%23Division_de_polyn%C3%B4mes

Rappel sur les polynémes
Afin d'étudier le polyndme caractéristique Py () et ses racines, on rappelle :

Theoreme (division Euclidienne des polynémes)

Soient A(X), B(X) € K[X] avec B(X) # 0.
Alors il existe un unique couple de Q(X), R(X) € K[X] tel que

A(X) = B(X) - Q(X) + R(X)
avec degré(R) < degré(B).

Méthode : division posée.

Corollaire : racines d'un polynome
Pour P(X) € K[X] et re K

P(X) = (X —r) - Q(X) + constante.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Division_pos%C3%A9e%23Division_de_polyn%C3%B4mes

Rappel sur les polynémes
Afin d'étudier le polyndme caractéristique Py () et ses racines, on rappelle :

Theoreme (division Euclidienne des polynémes)

Soient A(X), B(X) € K[X] avec B(X) # 0.
Alors il existe un unique couple de Q(X), R(X) € K[X] tel que

A(X) = B(X) - Q(X) + R(X)
avec degré(R) < degré(B).

Méthode : division posée.

Corollaire : racines d'un polynome
Pour P(X) € K[X] et re K

P(X) = (X =r)- Q(X) + P(r).

Alors r est racine de P(X) < (X — r) divise P(X).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Division_pos%C3%A9e%23Division_de_polyn%C3%B4mes

Rappel sur les polynémes

Définition
Soit P(X) € K[X] et r € K. Alors r est dite racine de multiplicité m de P si

P(X) = (X =" Q(X) et Q(r) # 0.

Critere différentiel pour la multiplicité

r est racine de multiplicité m de P(X) ssi



Rappel sur les polynémes

Définition
Soit P(X) € K[X] et r € K. Alors r est dite racine de multiplicité m de P si

P(X) = (X =" Q(X) et Q(r) # 0.

Critere différentiel pour la multiplicité

r est racine de multiplicité m de P(X) ssi

Définition
Un polyndme P(X) € K[X] est scindé s'il admet des racines r; € K de multiplicité m; telles que

PX)=c- (X—=rn)™...(X =)™ avec ¢ € K.

Théoreme D’'Alembert = sur K = C, tout polyndme est scindé.



Espaces propres

Soit A € Spy(®) une valeur propre de : E — E.
Ex = Ker(® — X 1d).

Trouver les vecteurs propres <= résoudre le systeme linéaire (¢ — A - 1d)(v) = 0.

Note : il y aura une infinité de solutions, sinon A n’était pas une valeur propre !



Espaces propres

Soit A € Spy(®) une valeur propre de : E — E.
Ex = Ker(® — X 1d).

Trouver les vecteurs propres <= résoudre le systeme linéaire (¢ — A - 1d)(v) = 0.

Note : il y aura une infinité de solutions, sinon A n’était pas une valeur propre !

Proposition (Grifone Prop. 6.12 )

Soit A une racine de Py de multiplicité m, alors dim(Ey) < m.

Cas particulier : si X est une racine simple de Py (= de multiplicité 1), alors dim(Ey) = 1.



