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Rappel : espaces vectoriels abstraits
On prend toujours K =R ou C.

Définition

Un espace vectoriel sur K est un ensemble E muni de deux opérations :
(A) une loi d'addition +: Ex E — E

(B) une multiplication par un scalaire K x E — E

qui satisfont 4 axiomes chacune.

Exemples classiques :
o K"
I'ensemble des matrices

I'ensemble K[x] des polynémes
|'ensemble des fonctions f: S — K.

But : construire d’autres exemples sans avoir a vérifier tous ces 8 axiomes.



Sous-espaces vectoriels

Proposition (Grifone Prop. 1.4)
Soit E un espace vectoriel et F C E un sous-ensemble tel que :
(1) F#0.

(2) () siu,veF,alorsu+veF.
(b)ysive Fet AeK, alors A-veF.

Alors la restriction des deux lois de E a F fait de F un espace vectoriel.

FxF C ExE KxF C KxE
[ L
F c E F c E

Définition

Dans ce cas, F est appelé un sous-espace vectoriel de E.



Exemples et non-exemples

(1) Pour v € E, la droite vectorielle engendrée par v
F={weE:3\eK tel quew = Av}.
est un sous-espace vectoriel.
(2) Le sous-ensemble de R3
F= {(Xl,Xz,X3)Z X1 — 2Xp = 0}

est un sous-espace vectoriel.
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Exemples et non-exemples

(1) Pour v € E, la droite vectorielle engendrée par v
F:{WEE:H)\EKtquue W:)\v}.

est un sous-espace vectoriel.

(2) Le sous-ensemble de R3
== {(X1?x2,><3): X1 — 2xp = 0}
est un sous-espace vectoriel.
(3) Par contre,
F = {(Xl,xz,X3): X1 — 2xp = 1}
n’est pas un sous-espace vectoriel,

(4) et non plus

F = {(xl,xz,X3): X12 — 2x22 = O}.



Constructions de sous-espaces vectoriels

Proposition (Exercice 7(1))
Soient F C E et G C E deux sous-espaces vectoriels. Alors F N G C E est un sous-espace
vectoriel.



Constructions de sous-espaces vectoriels

Proposition (Exercice 7(1) )

Soient F C E et G C E deux sous-espaces vectoriels. Alors F N G C E est un sous-espace
vectoriel.

Exemple : I'intersection des deux plans
F= {(Xl,XQ,X3) ER3: x; — 2 = 0} G= {(Xl,Xz,X3) ER3: 3x + 2% — 2x3 = O}
est le sous-espace vectoriel

FNG= {(Xl,Xz,X3) ER3: x; —2x = 3x1 4+ 2x0 — 2x3 = O}.



Constructions de sous-espaces vectoriels

Proposition (Exercice 7(1) )

Soient F C E et G C E deux sous-espaces vectoriels. Alors F N G C E est un sous-espace
vectoriel.

Exemple : I'intersection des deux plans
F= {(Xl,XQ,X3) ER3: x; — 2 = 0} G= {(Xl,Xz,X3) ER3: 3x + 2% — 2x3 = O}
est le sous-espace vectoriel

FNG= {(Xl,Xz,X3) ER3: x; —2x = 3x1 4+ 2x0 — 2x3 = O}.

En résolvant ce systeme : F N G est la droite vectorielle engendrée par (2,1,4).



Sommes de sous-espaces vectoriels

Définition

Soient F C E et G C E deux sous-espaces vectoriels. La somme de F et G est
F+G:{VEE:EIV1€F,E|Vz€GteI quev:v1+vz}.

C'est bien un sous-espace vectoriel (Exercice 7(2)).




Sommes de sous-espaces vectoriels

Définition
Soient F C E et G C E deux sous-espaces vectoriels. La somme de F et G est

F+G:{VEE:EIV1€F,EIV2€Gtelquev:vlJrvz}.

C'est bien un sous-espace vectoriel (Exercice 7(2)).

Remarque '

Si v e F+ G, c'est possible qu'il existe deux pairs : I et 3

différents :
wneF,wneG et wi € F,wo € G

tels que
vi+ v =v=w + ws.




Exemple

Soit E = M,(K) I'espace vectoriel des matrices 2 x 2 et

a b a 0
{2 Dianoer)  e={(® O)inasen).

Pour chaque matrice dans M,(K) :

Ca-  GaCo

Alors
F+ G = My(K).



Exemple

Soit E = M,(K) I'espace vectoriel des matrices 2 x 2 et

ol

a b
0 d

):a,b,deK} G—{(a O):a,c,deK}.
c d

Pour chaque matrice dans M,(K) :

Alors

- (1/023 2/201)+

F+ G = My(K).



Sommes directs

Définition
Soient E; C E et E; C E deux sous-espaces vectoriels et soit E1p = E; + Ep.
Si tout élément v € Ej, s'écrit uniquement comme

v=vi+Ww vieE,weE

alors on dit que Ejp est somme directe de E; et E;. Dans ce cas, on note

Eir=E @ E.



Sommes directs

Définition
Soient E; C E et E; C E deux sous-espaces vectoriels et soit E1p = E; + Ep.
Si tout élément v € Ej, s'écrit uniquement comme

v=vi+Ww vieE,weE
alors on dit que Ejp est somme directe de E; et E;. Dans ce cas, on note

Eir=E @ E.

Proposition (Grifone, Prop. 1.23)

Soient E; C E, E;, C E des sous-espaces vectoriels et soit Ejp = E; + E>. Alors :

Enr=EdE <~ EENE = {OE}



Sous-espaces supplémentaires

Définition
On dit que deux sous-espaces vectoriels E; C E et E, C E sont supplémentaires
(ou que E; est un supplémentaire de E;) si

E=E & E.

Autrement dit :
o E5NE, ={0c} et
e tout v € E est une somme d'éléments v; € E; et v» € E>.



Sous-espaces supplémentaires

Soit E; C E un sous-espace vectoriel.

Il existe typiquement plusieurs sous-
espaces supplémentaires, c’est pourquoi on
parle d'un supplémentaire.

E

Vv=vi+w

o _ )
L=tV



Sous-espaces supplémentaires

Soit E; C E un sous-espace vectoriel.

Il existe typiquement plusieurs sous-
espaces supplémentaires, c’est pourquoi on
parle d'un supplémentaire.

Question : pour tout sous-espace vectoriel E; C E, existe-t-il (au moins) un sous-espace
supplémentaire, c.-a-d. un E; C E tel que

E=E & E?



Somme et somme directe de plusieurs sous-espaces

Definition

Soient Ey, ..., E, C E des sous-espaces vectoriel. Leur somme est le sous-espace vectoriel
F=E+---4+E,= {xe E:v=w+---4+vyavecvy € E,...,v, € En}.
Si tout vecteur v € £ se décompose uniquement en somme
V=vi+--+v, avec v; € E
alors on dit que F est somme directe des E; et on note

F=E®E® - -®E,.



Somme et somme directe de plusieurs sous-espaces

Definition
Soient Ej, ..., E, C E des sous-espaces vectoriel. Leur somme est le sous-espace vectoriel
F=E+---4+E,= {xe E:v=w+---4+vyavecvy € E,...,v, € En}.
Si tout vecteur v € £ se décompose uniquement en somme
V=vi+--+v, avec v; € E
alors on dit que F est somme directe des E; et on note

F=E®E® - -®E,.

Exemple : M3(K) =D @ U@ L avec

an O 0 0 ap a3 0 0
D = 0 dan2 0 U = 0 0 an3 L = ani 0
0 0 as3 0 0 0 a1 a

o O O
~_
——
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